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DE LA FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 



La figure des corps célestes dépend de la loi de la pesanteur à leur 
surface, et cette pesanteur étant elle-même le résultat des attractions 
de toutes leurs parties, elle dépend de leur figure; la loi de la pesan- 
teur à la surface des corps célestes et leiy* figure ont donc entre elles 
une liaison réciproque, qui rend la connaissance de Tune nécessaire à 
la détermination de l'autre ; leur recherche est ainsi très-épineuse, et 
semble exiger une analyse toute partieulière. Si les planètes étaient 
entièrement solides, elles pourraient avoir des figures quelconques; 
mais si, comme la Terre, elles sont recouvertes d'un fluide, toutes les 
parties de ce fluide doivent se disposer de manière qu'il soit en équi- 
libre, et la figure de sa surface extérieure dépend de celle du noyau 
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qu'il recouvre et des forces qui l'animent. Xous supposerons généra- 
lement tous les corps célestes recouverts d'un fluide, et dans cette 
hypothèse, qui a lieu pour la Terre, et qu'il parait naturel d'étendre 
aux autres corps du Système du monde, nous déterminerons leur figure 
et la loi de la pesanteur à leur surface. L'Analyse dont nous ferons 
usage est une application singulière du calcul aux différences par- 
tielles, qui, par de simples différentiations, va nous conduire à des 
résultats très-étendus, que l'on ne peut obtenir que difficilement par 
la voie des intégrations. 
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CHAPITRE PREMIER. 



DES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES HOMOGÈNES TERMINÉS PAR DES SURFACES 

DU SECOND ORDRE. 



1 . Nous allons d'abord déterminer l'attraction des corps d'une figure 
donnée. Nous avons déjà déterminé, dans le second Livre, n° 11, cette 
attraction relativement à la sphère jet à une couche sphérique ; consi- 
dérons maintenant l'attraction des sphéroïdes terminés par des sur- 
faces du second ordre. 

Soient x 9 y 9 z les trois coordonnées rectangles d'une molécule du 
sphéroïde; en désignant par </M cette molécule, et prenant pour unité 
la densité du sphéroïde, que nous supposerons homogène, on aura 

dM = dxdjrdz. 

Soient a, 6, c les coordonnées rectangles du point attiré par.le sphé- 
roïde, et désignons par A, B, C les attractions du sphéroïde sur ce 
point, décomposées parallèlement aux axes des x, des y et des z, et 
dirigées vers l'origine des coordonnées. Il est aisé de voir, par le n° 11 
du second Livre, que l'on a 

a C C C (a-x)dxdydz 



J J Jl(*- 
JJJ[.(«-* 
~JJJ[(«- 



(b — y) dxdydz 



— a?)» + (b —y}* -h (c — *)*]* 

(c — z) dxdydz 

*)* + {b - x)* + (c - z)*Y 
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toutes ces triples intégrales devant être étendues à la masse entière 
du sphéroïde. Les intégrations offrent sous cette forme de grandes 
difficultés, que Ton peut souvent aplanir en transformant d'une ma- 
nière convenable les différentielles. Voici le principe général de ces 
transformations. 

Considérons la fonction différentielle Vdxdydz 9 P étant une fonc- 
tion quelconque de x 9 y 9 z. Nous pouvons supposer x fonction des 
variables y et z 9 et d'une nouvelle variable p : soit <?(y, z 9 p) cette 
fonction ; dans ce cas, on aura, en regardant y et z comme constants, 
dx — Ç> dp, 6 étant fonction de y, z et p. La différentielle précédente 
deviendra ainsi &Pdpdydz 9 et, pour l'intégrer, il faudra substituer 
dans P, au lieu de x, sa valeur y (y, z,p). 

Nous pouvons supposer pareillement, dans cette nouvelle différen- 
tielle, y = <f'{z>p>q,f q étant une nouvelle variable, et <?'{z 9 p,q) 
étant une fonction quelconque des trois variables z, p, q. On aura, en 
regardant z et p comme constants, dy = &dq, €' étant fonction de z, 
p, q; la différentielle précédente prendra ainsi cette nouvelle forme 
Gè'Pdpdqdz, et, pour l'intégrer, il faudra substituer dans €P, au lieu 
dey, sa valeur <f'{z 9 p, q). 

Enfin on peut supposer z égal à <f"{p 9 q,r), r étant une nou- 
velle variable, et y"(p*q*r) étant une fonction quelconque de p 9 
q 9 r. On aura, en regardant/? et q comme constants, dz = £"dr 9 
6" étant fonction de p 9 q 9 r; la différentielle précédente deviendra 
ainsi Ç&%"Vdpdqdr 9 et, pour l'intégrer, il faudra substituer dans 
66'P, au lieu de z, sa valeur <f"(p,q,r). La fonction différentielle 
proposée est par là transformée dans une autre relative à trois nou- 
velles variables/?, q 9 r, qui sont liées aux précédentes par les équations 

*--?(r>*>/0» r=?'[*>p>q)f z = <?"ip>q>r). 

Il ne s'agit plus que de tirer de ces équations les valeurs de 6, €', 6". 

Pour cela, nous observerons qu'elles donnent x 9 y 9 z en fonctions 

des variables/?, q et r; considérons donc les trois premières variables 

comme fonctions des trois dernières. €" étant le coefficient de dr dans 
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la différentielle de z 9 prise en regardant p et q comme constants, on a 

dr 

ê' est le coefficient de dq dans la différentielle de y, prise en regar- 
dant p et z comme constants; on aura donc 6' en différentiant y dans 
la supposition de p constant, et en éliminant dr au moyen de la diffé- 
rentielle de z 9 prise en supposant p constant et égalée à zéro; on aura 
ainsi les deux équations 



• 


dy , dr j 

d r=ïï d i + dï dr > 




dz , dz , 

°=dj d< i + d? dr ' 


ce qui donne 




M 


dy dz dy dz 




j . dq dr dr dq 
dr=dq~*- à - *; 




dr 


partant 


dy dz dy dz 




fi , dq dr dr dq 

dz 




d? 



Enfin S est le coefficient de dp dans la différentielle de x, prise en 
regardant y et z comme constants, ce qui donne les trois équations 
suivantes : 

j dx j dx j dx j 

ôz , dz , dz * 

o = -r- dp -h — dq -\- -r- dr. 
dp r dq * dr 

dx dy dz dx dy dz 

dp dq dr dp dr dq 

dx d£ dz dx dy dz 
dq dr dp dq dp dr 

dx dy dz dx ôy dz 
dr dp dq dr dq dp 



Si l'on fait 
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on aura 

àr àz àr àz 



àq àr àr àq 



ce qui donne 



€ = 



àr àz ày àz* 
ôq àr àr àq 



partant, €£'* = t, et la différentielle Vdxdydz est transformée dans 
celle-ci iVdpdqdc.V étant ici ce que devient P lorsque Ton y substitue 
pour x, y y z leurs valeurs en />, q % r. Tout se réduit donc à choisir les 
variables p. q % r en sorte que les intégrations deviennent possibles. 

Transformons les coordonnées x, v, z dans le rayon mené du point 
attiré à la molécule, et dans les angles que ce rayon forme avec des 
droites ou avec dés plans donnés. Soit r ce rayon, p l'angle qu'il forme 
avec une droite menée par le point attiré, parallèlement à l'axe des or; 
soit q l'angle que forme la projection de ce rayon sur le plan désuet 

- • 

des z avec Taxe des v: on aura 

x -a — rcosf*. T = b — rsinpcosq* s = c — rsinpsinqi 

on trouvera, cela posé, *— — r*sin/>; la différentielle dxdydz sera 
ainsi transformée dans — r 1 sinpdpdqdr : c'est l'expression de la mo- 
lécule «/M, et. comme cette expression doit être positive, il faut, en 
considérant sin/>. dp % dq. dr comme positifs, changer son signe, ce qui 
revient à changer celui de t. et à supposer s = r* sin/>. Les expressions 
de À. B. C deviendront ainsi 

A -fffdrdpdq sinp disp, 
B - -jYjdrdp dq sin*f> cosç. 
C -jy/drdp dq sin* j* sinç. 

Il est facile de parveuir d'ailleurs à ces expressions, en observant que 
la molécule «/M peut être supposée égale à un parallélépipède rectangle 
dont les trois dimensious sont <6% rdp et r<fysin/>, et en observant 
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ensuite que l'attraction de la molécule , parallèlement aux trois axes 

des x, des ^ et des z, est — cosp, — sin/icosy et — r sinpsiny % 

Les triples intégrales des expressions de A, B, G doivent s'étendre à 
la masse entière du sphéroïde; les intégrations relatives à r sont fa- 
ciles; mais elles sont différentes, suivant que le point attiré est dans 
l'intérieur ou au dehors du sphéroïde; dans le premier cas, la droite 
qui, passant par le point attiré, traverse le sphéroïde, est divisée en 
deux parties par ce point, et, si Ton nomme r et r' ces parties, on aura 

A =ff{ r-{-r')dpdq sin/> cosp, 
B =ff[ r -4- r' ) dp dq sin *p cosq, 
C =ff(r-h r')dpdqsin 2 p sin g, . 

les intégrales relatives à p et à q devant être prises depuis/? et q égaux 
à zéro jusqu'à p et q égaux à deux angles droits. 

Dans le second cas , si l'on nomme r le rayon à son entrée dans le 
sphéroïde, et r' ce même rayon à sa sortie, on anra 

A=ff(r'— r) dp dq sin p cosp, 
B = ^/'(r' — r) dp dq sin 2 pcosq y 
C =ff[r'— r) dpdq s\n 2 p sin g, 

les limites des intégrales relatives à p et à q devant être fixées aux 
points où l'on a r'— r= o, c'est-à-dire où le rayon r est tangent à la 
surface du sphéroïde. 

2. Appliquons ces résultats aux sphéroïdes terminés par des surfaces 
du second ordre. L'équation générale de ces surfaces, rapportées à 
trois coordonnées orthogonales x 9 y, z, est 

o = A H-Bar -+- Cjr -+- Ez -h Fx 2 -f- FLxy -+- Ly 2 -f- Mxz ■+■ Nyz -h Oz*. 

• 

Le changement de l'origine des coordonnées introduit trois arbitraires, 
puisque la position de cette nouvelle origine par rapport à la première 
dépend de trois coordonnées arbitraires. Le changement de la position 
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des coordonnées autour de leur origine introduit trois angles arbi- 
traires; en faisant donc changer à la fois, dans l'équation précédente, 
les coordonnées d'origine et de position, on aura une nouvelle équation 
du second degré, dont les coefficients seront fonctions des précédents 
et de six arbitraires. Si Ton égale ensuite à zéro les coefficients deâ 
premières puissances des coordonnées et de leurs produits deux à 
deux, on déterminera ces arbitraires, et l'équation générale des sur- 
faces du second ordre prendra cette forme très-sjmple, 

x 2 -+- my 2 -h nz 2 -_■- k 2 ; 

c'est sous cette forme que nous allons la considérer. 

Nous n'aurons égard, dans ces recherches, qu'aux solides terminés 
par des surfaces finies, ce qui suppose m et n positifs. Dans ce cas, le 
solide est un ellipsoïde dont les trois demi-axes sont ce que deviennent 
les variables x, v, z, lorsque l'on suppose deux d'entre elles égales à 

zéro; on aura ainsi i, -—» — pour ces trois demi -axes respective- 

v m v' n 

ment parallèles aux x, aux y et aux z. La solidité de l'ellipsoïde sera 
/-. jus 
■7-=» en désignant toujours par w le rapport de la demi-circonférence 

au ravon. 

Maintenant, si dans l'équation précédente on substitue, au lieu de 
x, y, z, leurs valeurs en p, q, r, données dans le numéro précédent, 
on aura 

r 2 [cos 2 p -h m sin 2 p cos 2 q -h n sin 2 p sin 2 q 

— 2.r[acosp -h mb s\npcosq -t- ne sinpsinq) — k 2 -a 2 — mb 2 — ne 2 , 

en sorte que, si l'on suppose 

I — acosp-h mb sinpcosq -h ne sinpsinq, # 
L = cos 2 p -4- m s\n 2 p cos 2 q -+• n s\n 2 p s\n 2 q, 
R^P + ^-ûî-^ 2 - ne 2 ) L, 



on aura 



I=ti/R 

r = L - 
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d'où Ton tire r\ en prenant le radical en plus, et r, en le prenant en 
moins; on aura donc 

, , al , ?VR 

ce qui donne, relativement aux points intérieurs du sphéroïde, 

dpdq.lsinpcosp 
L ' 



R _ Ç rdpdq.Is\n 2 pcosq 



dpdq.lsm 2 p sïnq" 

— l ' 



et relativement aux points extérieurs, 

dpdq.sinpcosp. y R 
dpdq.s\n 2 pcosq. \/R 






r i i dpdq.sm 2 p sïnq. ^R 

L^2 / | -j- - 



ces trois dernières intégrales devant être prises entre les deux limites 
qui correspondent à R == o. 

3. Les expressions relatives aux points intérieurs étant les plus 
simples, nous commencerons par les considérer. Nous observerons 
d'abord que le demi-axe k du sphéroïde n'entre point dans les va- 
leurs de I et de L; les valeurs de A, B, C en sont par conséquent 
indépendantes, d'où il suit que l'on peut augmenter à volonté les 
couches du sphéroïde supérieures au point attiré, sans changer l'at- 
traction du sphéroïde sur ce point, pourvu que les valeurs de m et 
de. 7i soient constantes. De là résulte le théorème suivant : - 

Un point placé au dedans d'une couche elliptique, dont les sur/aces 
intérieure et extérieure sont semblables et semblablement situées, est éga- 
lement attiré de toutes parts. 

Œuvres de L.— II. * * 
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DE LA FIGURE DES CORPS CÉLESTES. 



La figure des corps célestes dépend de la loi de la pesanteur à leur 
surface, et cette pesanteur étant elle-même le résultat des attractions 
de toutes leurs parties, elle dépend de leur figure; la loi de la pesan- 
teur à la surface des corps célestes et leiy figure ont donc entre elles 
une liaison réciproque, qui rend la connaissance de Tune nécessaire à 
la détermination de l'autre ; leur recherche est ainsi très-épineuse, et 
semble exiger une analyse toute particulière. Si les planètes étaient 
entièrement solides, elles pourraient avoir des figures quelconques; 
mais si, comme la Terre, elles sont recouvertes d'un fluide, toutes les 
parties de ce fluide doivent se disposer de manière qu'il soit en équi- 
libre, et la figure de sa surface extérieure dépend de celle du noyau 

Œuvres de L. — II. I 
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On peut observer que, ces expressions ayant lieu pour tous les points 
intérieurs, et par conséquent pour les points infiniment voisins de la 

. surface, elles ont lieu pour les points mêmes de la surface. 

• La détermination des attractions du sphéroïde ne dépend ainsi que 
de la valeur de F; mais, quoique cette valeur ne soit qu'une intégrale 
définie, elle a cependant toute la difficulté des intégrales indéfinies, 
lorsque X et V sont indéterminées; car, si l'on représente cette inté- 

- grale définie, prise depuis x = o jusqu'à x = i, par 91X*, V*:, il est 
aisé de voir que l'intégrale indéfinie sera x*y[\*a? 9 V*j?*); en sorte 
que, la première étant donnée, la seconde l'est pareillement. L'inté- 
grale indéfinie n'est possible en elle-même que lorsque l'une des quan- 
tités X et V est nulle, ou lorsqu'elles sont égales; dans ces deux cas, le 
sphéroïde est* un ellipsoïde de révolution, et k sera son demi-axe de 
révolution si X et V sont égaux. On a, dans ce dernier cas. 



F = I ^r— - — ^ A — arc tan g X . 

J I -+- ÏÏX 1 A* D 



Pour en conclure les différences partielles -^- et " » qui entrent 
dans les expressions de B et de C , on observera que 



,„ d\ d.lF rfX' à.VF ^(dl di!\ 



X âk l' dit 



or on a, lorsque X est égal à V, 



partant 



à.lF _ ô.l'F rf>. rfV 
dX ~~ <ttT ' X ~ il ' 



<JA * 2A 



En substituant, au lieu de F, sa valeur, on aura 

^^—(arctang).----^ 
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on aura donc, relativement aux ellipsoïdes de révolution dont k est le 
demi-axe de révolution, 

A== "Fx^ X-arctang ^' 
• B =IF^( arctan ^-7Txî)' 

c== 7^ï( arctan ^-7Txî)- 

4. Considérons présentement l'attraction -des sphéroïdes sur un 
point extérieur. Cette recherche présente de plus grandes difficultés 
que la précédente, a cause du radical yfK qui entre dans les expressions 
différentielles, et qui rend sous cette forme les intégrations impos- 
sibles. On peut les rendre possibles par une transformation convenable 
des variables dont elles sont fonctions; mais, au lieu de ce moyen, j'ai 
fait usage de la méthode suivante, uniquement fondée sur la différen- 
tiation des fonctions. 

Si l'on désigne par Y la somme de toutes les molécules-dû sphéroïde 
divisées par leurs distances respectives au point attiré, et que l'on 
nomme x % y, z les coordonnées de la molécule rfM du sphéroïde, et a, 
6, c celles du point attiré, on aura 



Jv>~ -*)' 



rfM 



+ [b-x)*-h{c-zy 



En désignant ensuite, comme précédemment, par A, B, C les attrac- 
tions du sphéroïde parallèlement aux axes des x, des y et des z 9 et 
dirigées vers leur origine, on aura 



J[(*-*) 2 



a- x)dM dV 

8 ~~ âa' 



+ lA--r) , + (*-*) , ] ! 



On aura pareillement 
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d'où il suit que, si l'on connaît V, il sera facile d'en conclure, par la 
seule différentiatioq, l'attraction du sphéroïde parallèlement à une 
droite quelconque, en considérant cette droite comme une des coor- 
données rectangles du point attiré, remarque que nous avons déjà faite 
dans le second Livre, n° 11. 
La valeur précédente de V, réduite en série, devient 

/ i zax -\-nby-h zcz — x 2 — y 2 — z 2 
y f ^ • ) I+ 2 a* -r- b* +-~c* 

J v a 2 ~-ï- b' 1 -4- c 2 j . 3 ( 7.ax -4- airn- zez — x* — y* - 3 2 ) 2 

Cette série est ascendante relativement aux dimensions du sphéroïde, 
et descendante relativement aux coordonnées du point attiré. Si Ton 
n'a égard qu'à son premier terme, ce qui suffit lorsque le point attiré 
est à une très-grande distance, on aura 

yja* -+- b 2 -h c 2 

M étant la masse entière du sphéroïde. Cette expression sera plus 
exacte encore, si l'on place l'origine des coordonnées au centre de 
gravité du sphéroïde; car on a, par la propriété de ce centre, 

fxdM = o, fydM = o, fzdM = o, 

en sorte que, si l'on considère comme une très-petite quantité du pre- 
mier ordre le rapport des dimensions du sphéroïde à sa distance au 
point attiré, l'équation 

V= M 



V a 1 -hb*-h c 2 



sera exacte aux quantités près du troisième ordre. Nous allons pré- 
sentement chercher une expression rigoureuse de V relativement aux 
sphéroïdes elliptiques. 
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5. Si l'on adopte les dénominations du n° 1, on aura 

V =f™ =fffrdrdpdq sin/> = £//(#•" - r> ) dpdq sïnp. 

En substituant au lieu de r et r' leurs valeurs trouvées dans le n° 1 , 

on aura 

v ^ 2 Ç Çdpdqsmp.ly/K 

Reprenons les valeurs de A, B, C relatives aux points extérieurs et 
données dans le n° 2, 






dp d qsinpcosp. s/R 



dpdq sm 2 p cosq.Jlî 



, 



dpdq s\n 2 p sïnq.^R 



Puisqu'aux limites des intégrales on a \/R = o, il est facile de voir 
qu'en prenant les premières différences de V, A, B, C par rapport 
à Tune quelconque des six quantités a, i, c, i, m et n, on peut se 
dispenser d'avoir égard aux variations des limites,* en sorte que Ton a, 
par exemple, 

<*V " . . . L* 

-^^ffdpdqsmp-^-, 

car l'intégrale j P sm P m V — est, vers ces limites, à très-peu près pro- 

portionnelle à R*, ce qui rend nulle sa différentielle à ces limites. Cela 
posé, il est aisé de s'assurer, par la différentiation, que si, pour abré- 
ger, on fait 

a A -+- 6B -4- cC = F, 

on aura, entre les quatre quantités B, C, F et V, l'équation suivante 
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à différences partielles, 

/ a » + 6* + c a — A* , IdV d¥ 
o — 



2 






'iO 



, 2 m— i /c)F _ ji dV 
m \d6 2 d£ 



-•) 



n \dc 2 de I 

m 

On peut éliminer de cette équation les quantités B, C et F, au moyen 

,11 i d\ d\ . dV ,d\ dV _ . • 

de leurs valeurs — -vr-> — — -et — a-r 0-tt- — c-r-; on aura ainsi 

do de- ôa do de 

une équation aux différences partielles en Y seul. Soit donc 

. V = V — M Vy 

3 \j mn 

M étant, par le n° 1, la masse du sphéroïde elliptique, et, au lieu des 
variables m et /i, introduisons celles-ci et a, qui soient telles que 
Ton ait 

m n 

H sera la différence du carré de Taxe du sphéroïde parallèle aux. y, au 
carré de Taxe parallèle aux x; xs sera la différence du carré de Taxe 
des z au carré de Taxe des x; en sorte que, si Ton prend pour Taxe 

des x le plus petit des trois axes du sphéroïde, yJQ et V e * seront ses 
deux excentricités. On aura ainsi 



Tk= M >* dê + ™dï+ k dk 



Ô X — _ M ( — ÔV — 

dm ~~ \m J dO -?.m)' > 

!™- — m(— — — \ 
V ét^nt considéré, dans les premiers membres de ces équations, comme 
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fonction de a, b, c, k 9 m et n 9 et v étant considéré» dans leurs seconds 
membres, comme fonction de a 9 b 9 c 9 0, a et k. Si Ton fait 

~ de . dv dv 

A\f /■!!? /■11? 

on aura F =5: — MQ, et l'on aura les valeurs de Att» 3-» t-» en chan- 

- dk dm on 

géant, dans les valeurs précédentes de ^^rr» V- et ^— » *> dans — Q. De 

plus, Y et F sont des fonctions homogènes en a 9 b 9 c 9 k 9 \/9 et V^» de 
la seconde dimension ; car, Y étant la somme des molécules du sphé- 
roïde divisées par leurs distances au point attiré, et chaque molécule 
étant de trois dimensions, Y est nécessairement de deux dimensions, 
ainsi que F, qui a le même nombre de dimensions que V; 9 et Q sont 
donc des fonctions homogènes des mêmes quantités, de la dimension 
— 1; ainsi l'on aura, par la nature des fonctions homogènes, 

dv . dv dv . dv dv , dv 

da do de dv dm dk 

équation que Ton peut mettre sous cette forme, 

A dv dv . dv ^ 

On aura pareillement 

àQ .dQ dQ .dQ dQ ,àQ - 

da db de dQ dm dk ^ 

Gela posé, si dans l'équation (1) on substitue, au lieu de Y et de F et 

de leurs différences partielles, leurs valeurs précédentes; si, de plus, 

A* 3 A* 3 

on y substitue 7-= — -r au lieu de m 9 et t^— — au lieu de /i, on aura 

* n * -+- V n J -+■ GJ 

•=(-+»--«-î[^w-i(-S +i S + -S)] 



(3) 



, D dQ dQ i. a àv i àv 

do de 00 de 



OEwret de L. — II. 
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' 6. Concevons la fonction v réduite dans une série ascendante par 
rapport aux dimensions t, yô et y/û du sphéroïde, et par conséquent 
descendante relativement aux quantités a 9 b 9 c; cette suite sera de la 

forme suivante 

v — UW-+- U(«) -+- lie») h- UC») -+-..., 

U (0) , U (f) , U {2) ,... étant des. fonctions homogènes de a, 6, c, k 9 y'6 et V<j, 
et séparément homogènes relativement aux trois premières et aux trois 
dernières de ces six quantités, les dimensions relatives aux trois pre- 
mières allant toujours en diminuant, et les dimensions relatives aux 
trois dernières croissant sans cesse. £es fonctions étant de la même 
dimension que c, elles sont toutes de la dimension — i . 

Si Ton substitue dans l'équation (a), au lieu de p, sa valeur précé- 
dente en série; si Ton nomme s la dimension de U (/) en i 9 fi et ^xs f et 
par conséquent — s — i sa dimension en a, b 9 c; si l'on nomme pareil- 
lement ï la dimension de U (l+,) en k, fi et v'wt et P ar conséquent 
— / — 1 sa dimension en a 9 b 9 c; si l'on considère ensuite que, par la 
nature des fonctions homogènes, on a 

a— — -h 6—7T- H- c— r — =— 1 + 1 ) IK", 
da d£> de v ' 

dU«'+o .dU«+o dU«-'> , , llT " 

a — 3 h b — rr 1- c — ; = — (* -h 1) U(**0 

ôa do Oc v 

on aura, en rejetant les termes d'une dimension supérieure, en k 9 fi 9 
et >Jts 9 à celle des termes que l'on conserve, 

chsj 2 x ' 

-(*■*■*) M -55" -(f + *) ci| -3r 



5'-—- ifl^6»-fC«j 
2 ' 



Cette équation donne la valeur de U îlVl) f au moyen de U (0 et de ses 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 19 

différences partielles; or on a 



(«a + ét + c»)* 

puisque, en n'ayant égard qu'au premier terme de la série, nous avons 
trouvé, dans le n° 4, 

M 



V = 






en substituant donc cette Valeur de U (0) dans la formule précédente, on 
aura celle de U (,) ; au moyen de celle de U {,) , on aura celle de U (2 \ et 
ainsi déduite. Mais il est remarquable qu'aucune de ces quantités ne 
renferme k; car il est clair par la formule (3) que, U (0) ne renfermant 
point t, U (l) ne le renfermera pas; que, U (,) ne le renfermant point, 
U (2) ne le renfermera pas, et ainsi du reste; en sorte que la série entière 
(j(o) _j_ u'o -f- U (2) -f- . . . est indépendante de i 9 ou , ce qui revient au 

dv t i i àv dv dv . , , 

même, -^ = o. Les valeurs de v, — -c-* — -rr, — -r- sont donc les 

dk da do de 

mêmes pour tous les sphéroïdes elliptiques semblablement situés et 
% qui ont les .mêmes excentricités ^8 et \/ct; or — M-^-i — Mw 

— M-t- expriment, par le n° 4, les attractions du sphéroïde paral- 
lèlement à ses trois axes; donc les attractions de différents sphé- 
roïdes elliptiques qui ont le même centre, la même position des axes 
et les mêmes excentricités, sur un point extérieur, sont entre elles 
comme leurs masses. 
Il est aisé de voir, par la formule (3), que les dimensions de U (0} , 

U (IJ , U (î) , . . . en ^6 et \/ct croissent de deux en deux unités, en sorte 
que s =2i 9 s'=2Î-h2; on a d'ailleurs, par la nature des fonctions 
homogènes, 

•-5r =,D() "" B "dr î 

3. 
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cette formule deviendra donc 

< • 

-( a ,+*)cw^- ) -i( a i + i)[fl + ( a t4-i)w]D'0 

On aura, au moyen de cette équation, la valeur de v dans une série 
qui sera très-convergente, toutes les fois que les excentricités ^8 et yjvs 
se'ront fort petites, ou lorsque la distance y/a 2 -h 6 a -h c* du point attiré 
au centre du sphéroïde sera fort grande relativement aux dimensions 
du sphéroïde. 

Si le sphéroïde est une sphère, on aura 8 = o et ct = o, ce qui donne 
U (l) = o, U (8) = o, etc.; partant 

m 

u = IIC)= - f 

V^a* -h 6* -4- c* 

et 

M 



V = 



y/a 2 -+- b 1 -h c* 



d'où il suit que la valeur de Y est la même que si toute la masse de la 
sphère était réunie à son centre, et qu'ainsi une sphère attire un point 
quelconque extérieur comme si toute sa masse était réunie. à son centre» 
résultat auquel nous sommes déjà parvenus dans le second Livre, n° 12. 

7. La propriété de la fonction *>, d'être indépendante de t 9 fournit 
un moyen de réduire sa -valeur à la forme la plus simple dont elle est 
susceptible; car, puisque l'on peut faire varier à volonté k sans changer 
cette valeur, pourvu que l'on conserve au sphéroïde les mêmes excen- 
tricités \/Q et ycj, on peut supposer k tel que le sphéroïde soit infini- 
ment aplati, ou tel que sa surface passe par le point attiré. Dans ces 
deux cas, la recherche des attractions du sphénoïde se simplifie ; mais, 
comme nous avons déterminé précédemment les attractions des sphé- 
roïdes elliptiques sur des points placés à leur surface, nous suppose- 
rons k tel que la surface du sphéroïde passe par le point attiré. 
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SiTon nomme #, m\ n' 9 relativement à ce nouveau sphéroïde, ce que 
nous avons nommé k\ m, n, dans le n° 1, par rapport au sphéroïde que 
nous avons considéré jusqu'ici, la condition que le point attiré est à sa 
surface, et qu'ainsi a, b 9 c sont les coordonnées d'un point de cette 
surface, donnera 

a* h- mb* -+- ne* = k'* 9 

m 

et puisque l'on 'suppose que les excentricités \/Ô et V e * restent les 
mêmes, on aura 



.m • n 

d'où l'on tire 



k'* V* 



m — ttz *y n ~ 



k'*-\-Q A-^h-gt' 

on aura donc, pour déterminer k\ l'équation 

W* A-' 2 

II est aisé d'en conclure qu'il n'y a qu'un sphéroïde dont la surface passe 
par le point attiré, 6 et xs restant les mêmes. Car, si l'on suppose, ce 
que l'on peut toujours faire, que et xs soient positifs, il est clair 
qu'en faisant croître dans l'équation précédente k' 2 d'une quantité 
quelconque, que nous pouvons considérer comme une partie aliquote 
de k'* 9 chacun des termes du premier membre de cette équation croîtra 
dans un rapport moindre que k' 2 ; donc si, dans le premier état de k' 2 9 
il y avait égalité entre les deux membres de cette équation, cette éga- 
lité ne subsistera plus dans le second état, d'où il suit que k' 2 n'est 
susceptible que d'une seule valeur réelle et positive. 

Maintenant, soit M' la masse du nouveau sphéroïde; soient A\ B', C 
ses attractions parallèlement aux axes des a, des b et des c; si l'on fait 



m n 



Ç x*dx 
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on aura, par le n° 3, * 

A ,_3aM' _, 36M' Ô.IF r , 3eM' d.X'F 

A -ir~ F > B = i^"gr' ' c = tfï" -gjr " 

En changeant, dans ces valeurs de A', B\ C, M' en M, on aura, par le 
numéro précédent, les valeurs de A, B, C relatives au premier sphé- 
roïde; or les équations 



i — m' , ._ „ \ — ri 



^-k'*=:e, •—^k't^w 



m' ' ri 

donnent 

k % étant donné par l'équation (5), que l'on peut mettre sous cette 
forme 

on aura donc 

a _ 3 * M *• p _ 3ftM <>* F r - 3rM *- yF 

Ces valeurs ont lieu relativement à tous les points extérieurs au sphé- 
roïde, et, pour les étendre à ceux de la surface et même aux points 
intérieurs, il suffit d'y changer K en k. 

Si le sphéroïde est de révolution, en sorte que = u, l'équation (5) 
donnera 

2*'* = a* -h 6* -+- c a — -+- v/(a 2 -+- 6 a -h c* — 0)* -+- 4«*0, 

et l'on aura, par le n° 3, 

A = p^ (X — arc tangX), 



« 36M / f , X \ 

r 3eM / # , X \ 
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Nous voilà donc parvenus à une théorie complète des attractions des 
sphéroïdes elliptiques; car la seule chose qui reste à désirer est l'in- 
tégration de l'expression différentielle de F, et cette intégration dans 
le cas général est impossible, non-seulement par les méthodes connues, 
mais encore en elle-même. La valeur de F ne peut pas être exprimée 
en termes finis au moyen de quantités algébriques, logarithmiques ou 
circulaires, ou, ce qui revient au même, par une fonction algébrique 
de quantités dont les exposants soient constants, nuls ou variables. Les 
fonctions de ce genre étant les seules que Ton puisse exprimer indé- 
pendamment du signe/, toutes les intégrales qui ne peuvent pas être 
ramenées à des fonctions semblables sont impossibles en termes finis. 
Si le sphéroïde elliptique n'est pas homogène, et s'il est composé de 
couches elliptiques variables de position, d'excentricités et de densité 
suivant une loi quelconque, on aura l'attraction d'une de ses couches, 
en déterminant, par ce qui précède, la différence des attractions de 
deux sphéroïdes elliptiques homogènes de même densité que cette 
couche, dont l'un aurait pour surface la surface extérieure de la 
couche, et dont l'autre aurait pour surface la surface intérieure de 
cette même couche. En sommant ensuite cette attraction différen- 
tielle, on aura l'attraction du sphéroïde entier. 
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CHAPITRE IL 



DU DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE DES ATTRACTIONS DES SPHÉROÏDES QUELCONQUES. 



8. Considérons généralement les attractions des sphéroïdes quelcon- 
ques. Nous avons vu, dans le n° 4, que l'expression Y de la somme des 
molécules du sphéroïde, divisées par leurs distancés au point attiré, a 
l'avantage de donner par sa différentiation l'attraction de ce sphéroïde 
parallèlement à une droite quelconque. Nous verrons d'ailleurs, en 
traitant de la figure des planètes, que l'attraction de leurs molécules se 
présente sous cette forme dans l'équation de leur équilibre; nous alloqs 
ainsi nous occuper particulièrement de la recherche de Y. 

Reprenons l'équation du n° 4, 

r rfM 



V = 



a, b 9 c étant les coordonnées du point attiré, x 9 y, z étant celles de la 
molécule rfM du sphéroïde, l'origine des coordonnées étant dans l'in- 
térieur du sphéroïde. Cette intégrale doit être prise relativement aux 
variables x 9 y, z 9 et ses limites sont indépendantes de a, b 9 c; on trou- 
vera, cela posé, par la différentiation, 

d*V d*Y d*\ 

équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le second Livre, 
n° 11. 

* 

Transformons les coordonnées en d'autres plus commodes. Pour 
cela, soit r la distance du point attiré, à l'origine des coordonnées, 



I 
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6 l'angle ïjue le rayon r fait avec Taxe des a, xs l'angle que le plan 
formé par le rayon et par cet axe fait avec le plan des axes des a 

m 

et des b; on aura 

a = rcosO, b = rsin0cosGj, c = rsin0sinsj. 

Si Ton nomme pareillement R, 6' et u' ce que deviennent r, 8 et u rela- 
tivement à la molécule dM du sphéroïde, on aura 

a: = Rcos0', j-^RsinO'coscj', z =:Rsin0'sinw'. 

D'ailleurs, la molécule rfM du sphéroïde est égale à un parallélépipède 
rectangle dont les dimensions sont rfR, Rrf8', R^fo'sinô', et par consé- 

m 

quent elle est égale à pR a rfRdÔ'rftj'sin8', p étant sa densité; on aura 
ainsi 

pR* rfR d8' dm' sin 0' . 



JJJ\/r*-*r*l 



cos0 cos0'-t- sin0 sin 0' cos (g/ — cj)] -+- R» 

l'intégrale relative à R devant être prise depuis R = o jusqu'à la valeur 
de R à la surface du sphéroïde; l'intégrale relative à xs f devant être 
prise depuis u'= o jusqu'à u f égal à la circonférence, et l'intégrale 
relative à 6' devant être prise depuis 8'= o jusqu'à 8' égal à la demi- 
circonférence. En différentiant cette expression de Y, on trouvera 

, . d*V cos0 d\ dm 2 d*.rV 

(2) * * = 



d0 a sin0 dS sin a dr a 



équation qui «l'est que l'équation (i) transformée. 
Si l'on fait cosB = (x, on peut lui donner cette forme, 

°' [l * } du dv* d*.rY 



Nous sommes déjà parvenus à ces diverses équations dans le second 
Livre, n° 11. 

Œurres de L. — H. 4 
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9. Supposons d'abord le point attiré extérieur au sphéroïde. Si Ton 
réduit Y en série , elle doit être dans ce cas descendante par rapport 
aux puissances de r, et par conséquent de cette forme 

, r U<°> uco UM U< s) 

\ = -!- --— -i- - — -; — ■+■ 

r r* r a r* 

En substituant cette valeur de Y dans l'équation (3) du numéro précé- 
dent, la comparaison des mêmes puissances de r donnera, quel que 
soit i\ 

ë 

Il est clair, par la seule expression intégrale de V, que U (l) est une 

fonction rationnelle et entière de [/., V 1 "!*' 8 " 117 e * vi~ ^coso, 
dépendante de la nature du sphéroïde. Lorsque i — o, cette fonction 
se réduit à une constante, et dans le cas de i = i elle est de la forme 



HfxH- H' ^ l — f** sin " -f- H # ^ i — i*' 2 coscr, 

H, H', H" étant des constantes. 
Pour déterminer généralement U (0 , nommons T le radical 



^r a — 2tt r[cos0 cos0' -4- sin sin0' cos [&' — us)] -f- R 2 

nous aurons • 

Cette équation subsisterait encore, en y changeant G en 6', u en u', et 
réciproquement, parce que T est une pareille fonction de 8' et de o' 
que de et de rs. 
Si l'on réduit T dans une suite descendante relativement à r, on aura 

<W R R* R« 

r r* r 5 r 4 
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Q«> étant, quel que soit i, assujetti à cette équation 



O — 



du dm* 



à? 



>- T ~ + iJ + W>- 



et de plus il est visible que Q (0 est une fonction rationnelle et entière 
de jx et Vi ~ p 2 cos(u' — u); Q {i) étant connu» on aura U (/) au moyen 
de l'équation 

U<0 =fffpW+*dRdw'de' slnO'.QM. 

Supposons maintenant le point attiré, dans l'intérieur du sphéroïde; il 
faut alors développer l'expression intégrale de Y dans une suite ascen- 
dante par rapport à r, ce qui donne pour Y une série de cette forme 

V = v<«) -+- rit" ■+- r* it» -h r* v(V -h . . . , 



tf ê) étant une fonction rationnelle et entière de (x, ^ i — pi 2 sin xs et 
\i — (x a cosu, qui satisfait à la même équation aux différences par- 
tielles que U (l \ en sorte que l'on a 

' K 'du. âm* ... . . 

O-- 3 — -\ r -hl(l-hl) «K«>. 

OfJL I — U* s ' 

Pour déterminer p*'*, on réduira le radical T dans une suite ascendante 
par rapport à r, et l'on aura 

O(o) r r a • r 3 



les quantités Q <0) , Q (,) , Q w , . . . étant les mêmes que ci-dessus; on aura 
donc 

' P </R</BT'rf9'sine.Q(') 



"=///' 



Mais, comme l'expression précédente de T n'est convergente qu'autant 
que R est égal ou plus grand que r, la valeur précédente de Y n'est 
relative qu'aux couches du sphéroïde qui enveloppent le point attiré. 4 



4 
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Ce point étant extérieur par rapport aux autres couches, on détermi- 
nera la partie de Vqui leur est relative, par la première expression 
de V en série. 

10. Considérons d'abord les sphéroïdes très-peu différents de la 
sphère, et déterminons les fonctions U (0 \ U (,) , U (2) ,..., e< \ *> (, \ *> (2) ,..., 
relatives à ces sphéroïdes. Il existe une équation différentielle en V, 
qui a lieu à leur surface, et qui est remarquable en ce qu'elle donne 
le moyen de déterminer ces fonctions sans aucune intégration. 

Supposons généralement la pesanteur proportionnelle à une puis- 
sance n de la distance; soit rfM une molécule du sphéroïde, et/ sa dis- 
tance au point attiré; nommons V l'intégrale ff"^ l dM f cette intégrale 
s'étendant à la masse entière du sphéroïde. Dans le cas de la nature, 

où n = — 2, elle devient / -y> et nous l'avons pareillement exprimée 

par Y dans les numéros précédents. La fonction V a l'avantage de 
donner par sa différentiation l'attraction du sphéroïde parallèlement 
à une droite quelconque; car, en considérant /comme une fonction de 
trois coordonnées du point attiré perpendiculaires entre elles et dont 
l'une soit parallèle à cette droite, si l'on nomme r cette coordonnée, 
l'attraction du sphéroïde suivant r et dirigée vers son origine sera 

f* -£- dM; elle sera par conséquent égale à — — -r-> ce qui, dans le 



fi 



cas de la nature, se réduit à p> conformément à ce que nous avons 

trouvé précédemment. # 

Supposons maintenant que le sphéroïde diffère très-peu d'une sphère 
du rayon a, dont le centre soit sur le rayon r perpendiculaire à la 
surface du sphéroïde, l'origine de ce rayon étant supposée arbitraire, 
mais très-près du centre de gravité du sphéroïde; supposons, de plus, 
que la sphère touche le sphéroïde, et que le point attiré soit au point 
de contact des deux surfaces. Le sphéroïde est égal à la sphère, plus 
à l'excès du sphéroïde sur la sphère; or on peut concevoir cet excès 
comme étant formé d'un nombre infini de molécules répandues sur 
• la surface de la sphère, ces molécules devant être supposées négatives, 
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partout où la sphère excède le sphéroïde ; on aura donc la valeur de V, 
en déterminant cette valeur : i° relativement à la sphère» 2 relative- 
ment à ces diverses molécules. # 

Par rapport à la sphère, Y est une fonction de a, que nous désigne- 
rons par À; si Ton nomme ensuite dm une des molécules de l'excès 
du sphéroïde sur la sphère, et/ sa distance au point attiré, la valeur 
de V relative à cet excès sera ff n + % dm\ on aura donc, pour la valeur 
entière de Y relative au sphéroïde, 

\ = A+ff nJhi dm. 

Concevons que le point attiré s'élève de la quantité infiniment petite dr 
au-dessus de la surface du sphéroïde et de la sphère, sur le prolonge- 
ment de r ou de a; la valeur de V relative à cette nouvelle position du 

point attiré deviendra V -1- -r- dr; À augmentera d'une quantité pro- 
portionnelle à dr, et que nous représenterons par Kdr. De plus, si 
l'on nomme y l'angle formé par les deux rayons menés du centre de 
la sphère au point attiré et à la molécule dm, la distance /de cette 
molécule au point attiré sera, dans la première position de ce point, . 

égale à \/2a 2 (i — cosy); dans la seconde position, elle sera 



^'(fl + dr)' 1 — 9.a{a-h dr) cosy -ha' A 9 



ou/(n- — ); l'intégrale ff n +*dm deviendra ainsi 

(. + s±i i) ,/»*., 

on aura donc 

dr -?. a JJ 

en substituant, au lieu de f/ n ^ i dm 9 sa valeur V— A, on aura 

v ' or ia ?.a 
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Dans le cas de la nature, l'équation ' i > défient 



-#?--— A'-- *A-*V. 



La valeur de V relative à la sphère du rayon a est, par le n # 6, égale à 
^T—' ce qui donne À = *^-» A' = — ^J- ; on aura donc 

ô\ sra* ... 

On doit observer ici que cette équation a lieu, quelle que soit la posi- 
tion de la droite r, et dans le cas même où elle ne serait pas perpendi- 
culaire à la surface du sphéroïde, pourvu qu'elle passe fort près de son 
centre de gravité; car il est facile de voir que l'attraction du sphéroïde, 
décomposée suivant ces droites, et qui, comme on Ta vu, est égale à 

dV 
— j-9 est, quelle que soit leur position, toujours la même, aux quan- 
tités près de Tordre du carré de l'excentricité du sphéroïde. 

11. Reprenons maintenant l'expression générale de V du n° 9, rela- 
tive à un point attiré extérieur au sphéroïde, * 

V — : 1 1-- . . , 

r r- r* 

la fonction U u) étant, quel que soit i, assujettie à l'équation aux dif- 
férences partielles 

0. I — tt 2 , — r > « 

4 OU (VS3 2 . . , -. .. 

du i — fjt* v ' 

On aura, en différentiant la valeur de V, par rapport à r, 

f)V lie») ?.U(0 3l T (2) 



dr 



.2 



i • • 



Représentons par a \-\- %y) le rayon mené de l'origine de r à la surface 
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du sphéroïde, a étant un très-petit coefficient constant, dont nous né- 
gligerons le carré et les puissances supérieures , et y étant une fonc- 
tion de (x et de u, dépendante de la nature du sphéroïde. On aura, aux 

quantités près de Tordre a, V == -~^-> d'où il suit que, dans l'exprès- 

sion précédente de V: i° la quantité U (oî est égale à *^L- , plus à une 

très-petite quantité de Tordre a et que nous désignerons par U' (0) ; 2 les 
quantités U (,; , U (a) , . . . sont très-petites de Tordre a. En substituant 

a(i-f-ay) au lieu de r dans les expressions précédentes de V et de 

âV 
— -r-> et en négligeant les quantités de Tordre a\ on aura, relative- 
ment à un point attiré placé à la surface, 



U'C«) uco C(»> 

i 7 H : 

2 a \a* 2. a* 



£V ^ J7ra*(i - « r ) + -_ -s- -'_ -h _ + 



ÔY . , U'«» aU<«> 3U<*> 

dr ' v J } a a* a 3 



• • • » 



si Ton substitue ces valeurs dans l'équation (2) du numéro précédent, 

on aura 

U'W 3U"> 5U<» 7lK s > 

baizaïr- 1 z 1 h — - :— -+-.... 

^ J a a 2 a 3 a* 

» 

Il suit de là que la fonction y est de cette forme 

y =z YW -h Y<«> -h YW 4- Y<»> -+-. . . , 

les quantités Y (0) , Y< 1 \ Y (2 \ . . . étant, ainsi que U< 0) , U< f \ U< a> , . ". . , assu- 
jetties à cette équation aux différences partielles 

t ' 2 >^Yço a»Y"> 

v au. dm* ., . s w r/; . 

dfx 1 — |x 2 v 

cette expression de 7 n'est donc point arbitraire , mais elle dérive du 
développement en série des attractions des sphéroïdes. On verra dans 
le numéro suivant que y ne peut se développer ainsi que d'une seule 
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manière ; on aura donc généralement, en comparant les fonctions sem- 
blables, 

d'où Ton tire, quel que soit r, 

• ■ 

(3 ) v=^ + ^(yc>+£y<o h -£yc»>+-^;Y<»> + ...\. 

Il ne s'agit donc plus, pour avoir V, que de réduire y sous la forme 
que nous venons de lui supposer; nous donnerons dans la suite une 
méthode fort simple pour cet objet. 

Si l'on avait y = Y {i) 9 la partie de V relative à l'excès du sphéroïde 
sur la sphère dont le rayon est a, ou, ce qui revient au même, relative 
à une couche sphérique dont le rayon est a et l'épaisseur iaj, serait 

i ca:a \ ,-n ; cette valeur serait, par conséquent, proportionnelle à % y, 

et il est visible que ce n'est que dans ce cas que cette proportionnalité 
peut avoir lieu. 

12. On peut simplifier l'expression Y (0) -+- Y (0 -+- Y (2; 4- . . . de y, et 
en faire disparaître les deux premiers termes, en prenant pour a le 
rayon d'une sphère égale en solidité au sphéroïde, et en fixant l'ori- 
gine arbitraire de r au centre de gravité du sphéroïde. Pour le faire 
voir, nous observerons que la masse M du sphéroïde, supposé homo- 
gène et d'une densité représentée par l'unité, est, par le n° 8, égale 
à fffR 2 dKdiJ.dus 9 ou à jffR'*dpdn, R' étant le rayon R prolongé 
jusqu'à la surface du sphéroïde. En substituant pour R' sa valeur 
a(i-haj), on aura 

M =.• ^L -+- aa*ffydfidia. 



• • • t 



Il ne s'agit donc que de substituer pour j' sa valeur Y (0) :+- Y (l) - 
et d'effectuer ensuite les intégrations. Yoici pour cet objet un théo- 
rème général et fort utile dans cette analyse :' 
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Si Y (/) et Z (,/) sont des fonctions rationnelles et entières de a, 



^i — [*.* sinu et v^i— (x a cosu, qui satisfont aux équations suivantes, 

m 



o = 



du l-U 



+ -^+i(/+i)Y('), 

I — U 2 



d.fi — m 3 ) — x — - . ■-• 

v r ' du dm 2 .,,., \r*tn\ 

du l-U 2 # v 

on a généralement 

f/Y«W)dudw=:o, 

lorsque i et *' sont des nombres entiers positifs différents entre eux, les 

m 

intégrales étant prises depuis \l — — i jusqu'à \l = i , et depuis u = o 
jusqu'à tj = aie, arc étant la circonférence dont le rayon est l'unité. 

Pour démontrer ce théorème, nous observerons qu'en vertu de la pre- 
mière des deux équations précédentes aux différences partielles, on a 

I I d.(l — l**)-T— 
//*»&>**,= - 7(7 i R jj »'> ^-^~ *é. 






- du dm. 





Or on a, en intégrant par parties relativement à * 9 

d. (i — u 2 } .y (i) <mv) 

im ôït^ * = (- * > ^r z( '"' - c- ^ Y(i) ^r 

et il est clair que» si Ton prend l'intégrale depuis u= — i jusqu'à 
|i = i f le second membre de cette équation se réduit à son dernier 
terme. On a pareillement» en intégrant par parties relativement à &, 

I Z<''> >_ « cfe = const. -+- ZC<') -3- YCO -3—- -h I YO ., rfer, 

J dm 2 dm dm J dm 2 

Œuvres de L. — II. 5 
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et ce second membre se réduit encore à son dernier terme, lorsque 
l'intégrale est prise depuis u = o jusqu'à zs = 2ir, parce que les va- 
leurs de Y (/) , —; — > Z (,/) et — ^ — sont les mêmes à ces deux limites; 

dm dm 

on aura donc ainsi 



ffY(*W*diLdm=- 






d'où l'on tire, en vertu de la seconde des deux équations précédentes 
aux différences partielles, 

on a donc 

o=//Y<oz«'><?pdb, 

lorsque i est différent de t". 

De là il est aisé de conclure que y ne peut se développer que d'une 
seule manière dans une série de la forme Y (0) -+- Y (,) h- Y (,) -h ... ; car 
on a généralement 

si l'on pouvait développer y dans une autre série Y^-f-Y^n-Y^-r-. . . 
de la même forme, on aurait 

ffyl^d^dm =ffYtoZ<t>drdm 9 

partant 

ffY';W'')dfjLdT3=ffY(<W»diidw; 

m 

or il est faéile de voir que, si l'on prend pour Z {i) la fonction la plus 
générale de son espèce, l'équation précédente ne peut subsister que 
dans le cas où YJ /) = Y ( ' ) ; la fonction y ne peut donc se développer 
ainsi que d'une seule manière. 

Si dans l'intégrale ffydpdn on substitue pour y sa valeur 

Y<o)-»-YO>-hY<*>4-..., 

a 

on aura généralement 

o=ff\U)d i idn,, 
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i étant égal ou plus grand que l'unité ; car l'unité qui multiplie du. du 
est comprise dans la forme Z (0 \ qui convient à toute quantité constante 
ou indépendante de {/. et de u. L'intégrale ffydpdu se réduit donc à 
ffY {0) du. du, et par conséquent à 4^Y (o; ; on a donc 

» 

ainsi, en prenant pour a le rayon de la sphère égale en solidité au 
sphéroïde, on aura Y (0) = o, et le terme Y (0) disparaîtra de l'expres- 
sion de y. 

La distance de la molécule rfM ou YPd^d^dv au plan du 
méridien d'où l'on compte l'angle u est égale à R ^7^~j? sin xs ; 
la distance du centre de gravité du sphéroïde à ce plan sera donc 
///R'rfRrfjjLrftj \j\ — u? sincy, la masse M étant prise pour unité, et, en 
intégrant par rapport à R, elle sera {//R' 4 d\Ldu\Ji — u? sinu, R' étant 
le rayon R prolongé jusqu'à la surface du sphéroïde. Pareillement, la 
distance de la molécule dM au plan du méridien perpendiculaire au 
précédent étant Ryi — p. a cosu, la distance du centre de gravité du 
sphéroïde à ce plan sera jffj{' A du.duyJi — (* a coscy. Enfin, la distance 
de la molécule dM au plan de l'équateur étant R[/., la distance du centre 
de gravité du sphéroïde à ce plan sera \ffl{'*u.du.du. Les fonctions {/., 
yi— |/. a sincy et V 1 — (* a cosu sont de la forme Z (,) , Z (<) étant assujetti 
à l'équation aux'différences partielles 

ox dZ(0 d*Z«> 
v r ' du. dxs 2 _, n 

ou, i — u. 2 



• • • 



Si Ton conçoit R' 4 développé dans la suite N (0) -t- N l<) +• N (2) - 

N (l) étant une fonction rationnelle et entière de u., yji — ^&inv, 

ji — (A* cosu, assujettie à l'équation aux différences partielles 



dN<0 d* N W 
o = 



"* ^ du. dus 2 ., . \u lis 

OU. I — /x 2 x ' 



les distances du centre de gravité du sphéroïde aux trois plans pré- 

5. 
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cédents seront, en vertu du théorème général que nous venons de 
démontrer, 

t //N< O dp dxss ^ « ~ P* sincr, 
{ffWOdpdins/i — /x a cosw, 
iffWOpdvLdm. 

N (,) est, parle n°9, de la forme Af/. -f- B^i— {/.* sino -h C \JT— ^cosu, 
A, B, C étant des constantes; les distances précédentes deviendront 

ainsi ^ B, ^ C, | A. La position du centre de gravité du sphéroïde ne 

dépend ainsi que de la fonction N (,) , ce qui donne un -moyen très- 
simple pour la déterminer. Si l'origine du rayon R' est à ce centre, 
cette origine étant sur les trois plans précédents, les distances du 
centre de gravité à ces plans seront nulles, ce qui donne A= o, B = o, 
C = o, partant N (,) = o. 

Ces résultais ont lieu, quel que soit le sphéroïde ; lorsqu'il est très- 
peu différent d'une sphère, on a R'— a(n- %y)- 9 et R' 4 = a 4 (n- (\<iy)\ 
ainsi, y étant égal à Y< 0) -f- Y< f) -f- Y« -+-..., on a N«> = 4*« 4 Y (<) ; la 
fonction Y (,) disparait donc de l'expression de y 9 lorsque l'on fixe l'ori- 
gine de R' au centre de gravité du sphéroïde. 

13. Concevons maintenant le point attiré, dans l'intérieur du sphé- 
roïde; nous aurons, par le n° 9, 

v(i) ~ f C r dKdxp'de' sine'. Q(Q 

m 

Supposons que cette valeur de Y soit relative à une couche dont la sur- 
face intérieure soit sphérique et du rayon a, et dont le rayon de la sur- 
face extérieure soit a(i-+- <x.y); l'épaisseur de cette couche sera <iay. 
Si l'on désigne par y 1 ce que devient y lorsque l'on y change 6 et xs 
dans 8' et xs\ on pourra, en négligeant les quantités de l'ordre a*, chan- 
ger r en a et rfR en aay', dans l'expression intégrale deV /} ; on aura 
ainsi 
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Relativement à un point placé à l'extérieur du sphéroïde, on a, par le 

n° 9, • • * 

U(°) U< n IK 2 > 

v — ~7~ + >r ~*~ *7T" + • • • » 

Wt>=fffRi+*dRêB'dO'8inO'.QM; 

si l'on suppose cette valeur de V relative à une couche dont le rayon 
intérieur est a et dont le rayon extérieur est a(i •+- ay) f on aura 

D(« = aai+'ffx'dv'dd' s!n0'. Q<'>; 

partant 






. a 2 '-** 1 



On a, parle n° 11, 



donc 



21 -M ' 



(214-1)*-*' 



ce qui donne 

Y=4«ra*fYW+^Y^+^;YW + ...V 
\ 3a 5a 2 / 

Il faut ajouter à cette valeur de Y celle qui est relative à la couche 
sphérique de l'épaisseur a — r 9 qui enveloppe le point attiré, plus 
celle qui est relative à la sphère du rayon r et qui est au-dessous du 
même point. Si Ton fait cosO'= {/.', on aura, par rapport à la première 
de ces deux parties de V, , 

l'intégrale relative à \l devant être prise depuis p/= — i jusqu'à {/.'= i . 
En intégrant par rapport à R depuis R = r jusqu'à R = a, on aura 

m 

or on a généralement, par le théorème du numéro précédent, 
ffdo'd^.Q = ' /} o, lorsque i est égal ou plus grand que l'unité; lorsque 
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i = o, on a, par le n° 9, Q (/) .= i; de plus, l'intégration relative à u' 
doit être prise depuis u'— o jusqu'à u'-- 2?u; on aura donc 

Cette valeur de t> (0) est la partie de V relative à la couche sphérique de 
l'épaisseur a — r. 

La partie de Y relative à la sphère dont le rayon est r est égale à la 
masse de cette sphère, divisée par la distance du point attiré à son 

centre; elle est par conséquent égale à ~4~ En réunissant ces diverses 

parties de V, on aura, pour sa valeur entière, 

i'4) v=27ra2--fr^4-4«7:« 2 fY(o) + ^Y(0+^Y(2)+-^YC»)4-...V 
^ ; \ $a 5a 2 7a 3 / 

Supposons le point attiré placé au dedans d'une couche à très-peu près 
sphérique, dont le rayon intérieur est 

a h- «a(YW -h Y(«) -4- Y<*> -t-. . .). 

et dont le rayon extérieur est 

a' -4- aa'(Y'«» -+- Y'<«> -4- Y'(») -h. . .)• 

On peut comprendre les quantités aaY (0) et aa'Y' (0) dans les quan- 
tités a et a' ; de plus, en fixant l'origine des coordonnées au centre de 
gravité du sphéroïde dont le rayon serait a-haa(Y (0) -+- Y (,) -h . . .), 
on fera disparaître Y (,) lie l'expression de ce rayon, et alors le rayon 
intérieur de la couche sera de cette forme 

a h- aa[YW -+- Y<»> ■+■ Y<«> + ...)» 

et le rayon extérieur sera de la forme 

a'+ ata' (Y'<«> -t- Y'"' -+- Y'W + ...)■ 

On aura la valeur de Y relative à cette couche, en prenant la différence 
des valeurs de Y relatives à deux sphéroïdes dont le plus petit aurait la 
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première quantité pouf rayon de sa surface, et dont le plus grand au- 
rait la seconde quantité pour rayon.de sa surface; en nommant donc . 
AV ce que devient V relativement à cette couche, on aura 

[ra! r* r»/Y'<*> Y (3) \ 1 

^Y'COH-y(Y'W-YW) + -(^--^J + ...J. 

Si Ton veut que le point placé dans l'intérieur de la couche soit égale- 
ment attiré de toutes parts, il faut que AV se réduise à une constante 
indépendante de r, et ct; car on a vu que les différences partielles de 
AV, prises par rapport à ces variables, expriment les attractions par- 
tielles de la couche sur le point attiré; on a donc alors y /(0 = o, et 
généralement 

en sorte que, le rayon de la surface intérieure étant donné, on aura 
celui de la surface extérieure. 

Lorsque la surface intérieure est elliptique, on a Y (J) = o, Y (4) = o,..., 
et par conséquent Y ,(3 = o, Y' (4) = o, . . . ; les rayons des deux surfaces 
intérieure et extérieure sont donc 

ainsi Ton voit que ces deux surfaces sont semblables et semblablement 
situées, ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé dans le n° 3. 

14. Les formules (3) et (4) des n 08 11 et 13 embrassent toute la 
théorie des attractions des sphéroïdes homogènes très-peu différents 
de la sphère; il est facile d'en conclure celle des sphéroïdes hétéro- 
gènes, quelle que soit la loi de la variation de la figure et de la den- 
sité de leurs couches. Pour cela, soit a(i-hœy) le rayon d'une des 
couches d'un sphéroïde hétérogène, et supposons que y soit sous cette 
forme Y (0) -h Y (l) 4- Y (2) -h Y (,) -*- . . . , les coefficients qui entrent dans 
les quantités Y r(0) , Y (,) , Y {2 \ . . . étant des fonctions de a, et par consé- 
quent variables d'une couche à l'autre. Si Ton différence par rapport 
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à a la valeur de V donnée par la formule (3) du n° 11, et que Ton 

• 

. nomme p la densité de la coucheront le rayon est a(i-h<ty) f p étant 
une fonction de a seul , la valeur de V correspondante à cette couche 
sera, pour un point attiré extérieur, 



4tt 

37 



r r \ 3r 5r* ) 



cette valeur sera donc, relativement au sphéroïde entier, 



(5) V=: 



£ f9d ,> 



4«7T 

r 



/prf(fl>Y(«)-f-|^Y(« 



>■■»- 



5r 2 



Y< 2 > 



a* 



Y<* : 



...). 



les intégrales étant prises depuis a — o jusqu'à la valeur de a qui a 
lieu à la surface du sphéroïde, et que nous désignerons par a. 

Pour avoir la partie de V relative à un point attiré intérieur au sphé- 
roïde, on déterminera d'abord la partie de cette*valeur relative à toutes 
les couches auxquelles ce point est extérieur. Cette première partie est 
donnée par la formule (5), en prenant l'intégrale depuis a = o jusqu'à 
a = a, a étant relatif à la couche sur laquelle se trouve le point attiré. 
On déterminera la seconde partie de V, relative à toutes les couches 
dans l'intérieur desquelles ce point se trouve, en différentiant la for- 
mule (4) du numéro précédent par rapport à a, en multipliant ensuite 
cette différentielle par p, et en prenant l'intégrale depuis a = a jusqu'à 
a = a ; la somme de ces deux parties de Y sera sa valeur entière relative 
à un point intérieur, et l'on aura pour cette somme 



(6) 



-h^itfpd.a» + i<xTz fpd (a*YW+ y Y«> + jY(»+ -^ Y<»>-t-. . X 



les deux premières intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = a, 
et les deux dernières étant prises depuis a = a jusqu'à a = a; il faut 
de plus, après les intégrations, substituer a au lieu de r dans les termes 

multipliés par a, et - 1 ~~ a ^ "" 1: ~" A ~ l -*—" '~ * 



a 



au lieu de - dans le terme |^ fprf.a 3 . 

r 9 or J r 
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15. Considérons présentement les sphéroïdes quelconques. La re- 
cherche de leur attraction se réduit, par le n° 9, à former les quan- 
tités U (l) et iï i} \ on a, par le même numéro, 

\}«)=fff P Ri+*dRdtx'dm'.QW, • 

les intégrales devant être prises depuis R = o jusqu'à sa valeur à la sur- 
face, depuis (jl , = — i jusqu'à [*.'=i, et depuis ct'=o jusqu!à u'= ar. 
Pour déterminer cette intégrale, il faut connaître Q (l) . Cette quantité 
peut se développer dans une fonction finie de cosinus de l'angle u— u' 
et de ses multiples. Soit 6cos/i(ci — zJ) le terme de Q (/) dépendant 
de cosn(u — u'), 6 étant une/onction de [/. et de [*.'; si l'on substitue 
au lieu de Q (i) sa valeur dans l'équation aux différences partielles en Q (0 
du n° 9, on aura, en comparant les termes multipliés par cosn(u — a'), 
cette équation aux différences ordinaires 

v r ' du. n 2 6 ... .- 
op. i — yî 1 x 

R 1 

Q (i) étant le coefficient de -^ dans le développemeirt du radical 



V'r 2 — 2Rr [fx/x'H- ^i — /*' 2 s/i — p* cos(gj — »')] + R 2 

Le terme dépendant de cosn(nr — or') dans le développement de ce 
radical ne peut résulter que des puissances de cos(ct — ct') égales à n, 



it-f-a, /n-4,..; ainsi, cos(5r — of) ayant pour facteur \/i — p a , 6 doit 

n 

avoir pour facteur (i— [*.*)*. Il est facile de voir, par la considération 
du développement du radical, que 6 est de cette forme 



n 



(i — jut 2 ) 2 (Àf*'-» 4- A^/a''-' 1 - 2 -4- A< 2 > p'~-*-« -h . . . ) . 

Si l'on substitue cette valeur dans l'équation différentielle en 6, la 
comparaison des puissances semblables de [/. donnera 

25(21 — 25 -h i) ' 

* . 

QF.uyres de L. — II. 6 
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d'où l'on tire, ep faisant successivement s == j , <=?2 r , M les valeurs 
de A {0 , A ( -\ . . . , et par conséquent 

» y r 1.(11— i) r 2. 4.(2*— 1)(2/— 3) * 



«5 = A(i — p«)« 

I If — /w^ — /i- 

2.4.6.(21— i)(3i — 3)(a<— 5) # 



— - — — — — — ^ — ^— — — — — ^ — — — — — — — — ^— -^ — — — ^— — — — LA "T* ... 1 . 



A est une* fonction de ;z' indépendante de [/.; or, u. et p' entrant de la 
même manière dans le radical précédent, ils doivent entrer de la même 
manière dans l'expression de 6; on a donc 

A=, ! - f -. 1 t[^- "-;;:t :r ,t ^"H. ...]. 

Y étant un coefficient indépendant de [/. et de (*'•; partant, 

* On voit ainsi que 6 se partage en trois facteurs, le premier indépendant 
de [/. et de [//, le second fonction de ;j/ seul, et le troisième fonction 
semblable en a. fl ne s'agit plus que de déterminer y. 

Pour cela, nous observerons que, si i—n est pair, on a, en sup- 
posant [a = o, ;-*.'= o, 

g_ y[i.a.3. .(/ — n)~\ 2 _ y|*i.3.5...(i-— » — s).i.3.5...(i-m> — i)p 

"" [M —..(«— n).(7.i— i)(ai — 3j...li + JH-i}] a "~ [i.3.5. . .(ai -i)p 

Si i — n est impair, on aura, en ne conservant que la première puis- 
sance de [/. et de (/.', 

7fif*'.fi.2.3. . .(/—/?)]* 7uia'.[i.3.5. . .(/'— /i).i.3.5. . .(/-t-/?)]* 

f) ', ' ■ ■ -I ■ ■ ■ —^M^^»»» I ■ • I ■ M ^. -■■■--,- ■ M ^ _ ■ - . I S"S ■ ■» I I ■ ■ - ■ _ — — - * 

[2.4. ..(/ — « — l).(a# — i) (2/ — 3)... (/-+-/? H- 2)]* [I.3.5. .(2/ — l)]* 

Le radical précédent devient, en négligeant les carrés de [/. et de [/.', 

(/) [r«-2Arcos(cj-nj')-+-R 2 ]" ï -+-RrLi^[r» — aRrcosfa-Gj'J-hR»]"^; 

si l'on substitue, au lieu de cos(gj — ci'), sa valeur en exponentielles 
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imaginaires, et si Ton nomme c le nombre dont le logarithme hyper- 
bolique est l'unité, la partie indépendante de |*j*' devierit 

Le coefficient de -7^7 ou de -7^7 cosnfu — n j 

dans le développement de cette fonction est 

2. i. 3. 5... (1 -4-/1 — 1 ) . 1 . 3 . 5 . . . ( i — n — 1) 
2.4.6. . . (1 -+- /ij .2.4 -6. . . (1 — /ï) ' 

c'est la valeur de € lorsque i—n est pair. En la comparant à celle que 
nous venons de trouver dans le même cas, on aura 

I : I — I ) . . . ( I — n -h I ) 



p. 3.5. ..(21 — 1) y '(' — 
' ~~~ L i.2-3. . ./ J (1 -f- 1) (1 



+ 2).. .(/-+-*) 

Lorsque n = o, il ne faut prendre que la moitié de ce coefficient, et 

alors on a 

_r i.3.5...[2i— i)p 

' |_ 1.2.3. ..1 J 

R* 
Pareillement, le coefficient de -^ |&(i'cos/i(ar — u') dans la fonc- 
tion (/) est 

2 . i . 3 . 5 . . . ( 1 -+- n) . 1 . 3 . 5 . . . ( 1 — n) 



2.4.6-- • .(*-*-» — i).2.4.6. . . (1 — n — <)' 

c'est le coefficient de [/.*' dans la valeur de 6, lorsque l'on néglige les 
carrés de p. et de j*' f et lorsque i — n est impair. En le comparant à 
l'expression que nous venons de trouver pour ce coefficient dans le 
même cas, on aura * * 

[i.3.5. . . (21 — i)~| 2 i(i — 1). . .(1 — Ji -h 1) 
1.2.3. ..I J (ï + l)(l + 2)...(j + «) 1 

expression qui est la même que dans le cas de i — n pair. Si n = o, 

on aura encore 

fi.3.5. . . (2/ — 1)~] 2 



[i.3.5. . . (2/ — i)T 
1.2.3.../ J 



6. 
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16. De ce qui précède nous pouvons conclure la forme générale des 
fonctions Y (0 de \l 9 \J\— j/. 2 sincr et v i — |/. 2 cosgj, qui satisfont à l'équa- 
tion aux différences partielles 

d.(i — ul 2 )-x — 

0= 3 *— H r +II + I M 

OU. I — u. 2 ' 

En désignant par 6 le coefficient de sin/m ou de cos/m dans la fonc- 
tion Y (0 , on aura 



o = 



/i 



6 est égal à (i— jjl 2 ) 2 multiplié par une fonction rationnelle et entière 
de ji., et dans ce cas on a, par le numéro précédent* 

A {n) étant une arbitraire; ainsi, la partie de Y (/) dépendante de l'angle 
nu est 

(,_ itt i)ïL*-ii_ ^~ a n !ai"lîr^ ^ l '~ ,, ~ 2 -+-• • .)(A(»>sinnw-#-BC«îcosiiw) f 

A (/,) et B* 10 étant deux arbitraires. Si l'on fait successivement, dans 

cette fonction, n = o, n = i, n = a, . . . , n = i, la somme de toutes 

les fonctions qui en résulteront sera l'expression générale de Y (/) , et 

cette expression renfermera ai' -m arbitraires B (0) , A (i) , B (i \ A (2) , B {,) ,.... 

Considérons maintenant une fonction S, rationnelle et entière de 

• • • 

l'ordre s, des trois coordonnées orthogonales x t y, z. Si l'on représente 
par R la distance du point déterminé par ces coordonnées à leur ori- 
gine, par 8 l'angle- formé par R et par l'axe des x, et par ci l'angle que 
le plan des x et des y forme avec le plan passant par R et par l'axe 
des x, on aura 



# = Rli, jr=z R^/i — ja a cosGj, 2 = R^i — a 2 sincy. 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 45 

En substituant ces valeurs dans S et en développant cette fonction en 
sinus et cosinus de l'angle gj et de ses multiples, si S est la fonction 
la plus générale de Tordre s, alors sin/m et cos/m seront multipliés 
par des fonctions de la forme 



n 



(i— a 2 ) 2 (Au'-" -+- R/a*-"-' -+- Cfi*-"** -4- ... ; ; 

ainsi la partie de S dépendante de l'angle nxs renfermera 2(5 — n-+-i) 

• 

constantes indéterminées. La partie de S dépendante de l'angle t? et 
de ses multiples renfermera donc 5(54-1) indéterminées; la partie 
indépendante de a en renfermera *-t-i; S renfermera donc ($-hi) a 
constantes indéterminées. 

La fonction Y (i) -*-Y (i >-+-Y (1) -h...-hY (,) renferme pareillement (*-+-i) 2 
constantes indéterminées, puisque la fonction Y (0 en renferme 21 + 1; 
on peut donc transformer S dans une fonction de cette forme, et voici 
la manière la plus simple d'exécuter cette transformation. # " 

On prendra, par ce qui précède, l'expression la plus générale de Y (,) ; 
on la retranchera de S, et l'on déterminera les arbitraires de Y (,) , de 



manière que les puissances et les produits de \l et de y' 1- !** de 
l'ordre s disparaissent de la différence S— Y (,) ; cette différence de- 
viendra ainsi une fonction de l'ordre 5 — 1, que nous désignerons 
par S'. On prendra l'expression la plus générale de Y ( '~°, on la re- 
tranchera de S', et l'on déterminera les arbitraires de Y^" , de ma- 



nière que les puissances et les produits de \l et de yi — p* de l'ordre 
s — 1 disparaissent de la différence S'— Y ( '~°. En continuant ainsi, on 
déterminera les fonctions Y {,) , Y ( '-°, Y ( '" a) ,..., dont la somme forme S. 

17. Reprenons maintenant l'équation du n° 15, 

VU) = fffp R<+a rfR dfx'dus' . Q(«. 

Supposons R fonction de p', u' et d'un paramètre a, constant pour 
toutes les couches de même densité et variable d'une couche à l'autre.* 
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La différence rfR étant prise en supposant ^ et o 7 constants* où aura 

rfR = -5— cfa; partant 



du 



^TTïfff'^W'* - 



Concevons Jl ,+3 développé dans une suite de cette forme 

Z'<°> -h Z'f O +- Z'W -h Z'(3) 4- . . . , 

Z' (l) étant, quel que soit ï, une fonction rationnelle et entière de \l\ 
Vi — [usiner' et y' 1 — |A /f coso / , qui satisfait à l'équation aux diffé- 
rences partielles 

, , ,„. r)Z'CO <)2 Z '(i) 

O— 3-7 ~ 1 r- -f/fi+I Z'O. 

La différence de Z' (<) prise par rapport à a satisfait encore à cette équa- 
tion, et par'conséquent elle est de la même forme; on ne doit donc, en 
vertu du théorème général, du n° 12, considérer que le terme Z' (/) dans 
le développement de R /+3 , et alors on a 

Lorsque le sphéroïde est homogène et peu différent d'une sphère, 
on peut supposer p = ï et R = a(i4-ay')s on a alors, en intégrant 
par rapport à a, 

m 

De plus, si Ton suppose y 1 développé dans une suite de la forme 

Y'(o) -4- Y'O > -+- Y'W -h Y'W 



Y' (0 satisfaisant à la même équation aux différences partielles que Z' (l \ 
on aura, en négligeant les quantités de Tordre a 2 , Z /(,) = (14- 3) aa'* 3 Y' (/) ; 
on aura donc 



PREMIÈRE PARTIE, - LIVRE III. 47 

Si l'op désigna par Y (<} ce que devient Y' 10 , lorsque l'on y change <x 
et vt dans p* et.cr, on a, par le n° 1 1 , 



D (/) = < g ! ffl ^Yffl; 

2I-+- I 



on a donc ce résultat remarquable 

(,) //Y < ( orf F 'rf ro \Q<o = !£!_. 

Cette équation ayant lieu quel que soit Y' f,) , on doit en conclure généra- 
lement que la double intégration de la fonction ffl' {i) d^.'drs'.Q} i) , prise 
depuis {*.'= — i jusqu'à {*.'= i, et depuis n'= o jusqu'à u'= a*, ne fait 

que transformer Z' (,) dans ^l — > Z"* étant ce que devient Z' (t) lorsque 

l'on y change \t' et u dans (x et cj; on a donc 



U(') = 4 * 






Il + 3) (a 

et la triple intégration dont dépend U (l) se réduit à une seule intégra- 
tion prise par rapport à a, depuis a = o jusqu'à sa valeur à la surface 
du sphéroïde. 

L'équation (i) offre un moyen très-simple d'intégrer la fonction 
ffY {i) Z {i) dp ûfa, depuis jjl = — i jusqu'à p. = x , et depuis ci = o jusqu'à 
m = t)*. En effet, la partie de Y (/) dépendante de l'angle nxs est, par ce 
qui précède, de la forme \( A in) siu/m -+- B ( ' ,, cosnci), \ étant égal à 

(«-*•)"(*>-- a , i2t -_ t) ; f-— -»--)« 

on aura donc 

Y't" = V ( A<"> sinnw'+ B<»> cosnw'), 

X' étant ce que devient X lorsque p se change en [/.'. La partie de Q {i) 
dépendante de l'angle nxs est, par le numéro précédent, 

yXk' cosn(x3 — ©' ), ou yH' (cosncr çosntj'-f- sinnro sin/m' ) ; 
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ainsi la partie de l'intégrale //Y (l, rf|//cfo'. Q (l) dépendante de l'angle nu 
sera 

yX sinnu.ffk' 2 dp' dus' sinncj' ( A (n > sinitcy'-h B(*> cosnm' ' 
-i- ylcosnuj.ffk' 2 dp' dm' cosnm' ( A<"> sinncj'4- B<"J cos/iro' ]. 

En exécutant les intégrations relatives à n/, cette partie devient 

ytar ( AW sînnm 4- W n > cos/igjJ/X'*^' ; 

mais, en vertu de l'équation (i), cette même partie est égale à 

4tt 



21 -f-I 

on a donc 



X( A(*> sinnw 4- BW cosncy) ; 



fl'*duL'= , . * . 

47 r (2i4-i)y 



Représentons maintenant par ^A'^ sin/m 4- B'*' cos/m) la partie de 
Z (0 dépendante de l'angle nu. Cette partie doit seule être combinée 
avec la partie correspondante de Y (l) , parce que les termes dépendants 
des sidus et cosinus de l'angle u et de ses multiples disparaissent par 
l'intégration dans la fonction ffY {i) Z (0 dp du, intégrée depuis gj = o 
jusqu'à u = 2k; on auça ainsi, en n'ayant égard qu'à la partie de Y (/) 
dépendante de l'angle /m, 

ffYMZMdp dm —fftedp. <fcj(Àe«> sïnnxs 4- BC») cosnm) ( A'<*> sxnnm 4- B'<«> cosnoi) 

= 7r(AC«)A'wVB(^B'<*))/X»rfu= 7-4^-r- f AC>A'("> + BWB'W). 
v '^ r (21 4- i)y ' 

En supposant donc successivement, dans le dernier membre, n = o, 
n = 1 , n = 2, . . . , n = i t la somme de tous ces termes sera la valeur 
de l'intégrale ffY^Z^dpdu. 

Si le sphéroïde est de révolution, en sorte que l'axe avec lequel le 
rayon R forme l'angle 6 soit l'axe même de révolution, l'angle ci dis- 
paraîtra de l'expression de Z ( '\ qui devient alors de cette forme 

I.3.5. ..(sr-i) Af „ / , _ J_(i_- Z 0_ •_ , + i(i-Q (/ -a)(i-3) , , _ \ 
1.2.3. ..1 y 2.(21— 1) r 2.4.(2* —1) (2/ — 3) ^ "7' 
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A (/) étant une fonction de a. Nommons V> le coefficient de A (0 dans 
cette fonction; le produit 

/i.3.5...(2i-i) y/ /(i-o x y 

\ 1.2.3. ..I / \ 2.(21—1) " / 

est, par le numéro précédent, le coefficient de -^ dans le développe- 
ment du radical 

jr» — 2Rr[w'+ > [r=]Ji* s /i--ii'*cos[fo — ©')]-+- R*} , 

lorsque Ton y suppose f* et p' égaux à l'unité. Ce coefficient est alors 
égal à 1; on a donc 

I.3.5. . .(21 — 1) 



.5... (2 1 — 1)/ i(i — i) \ 

I.2.3. ..i \ 2.(21 — 1) / ' 



c'est-à-dire que V l} se réduit à l'unité lorsque \l = i . On a ensuite 



(«H- 3) (an-i) J da 



Relativement à l'axe de révolution, p = i, et par conséquent 



v (l) =r- — o7 / • r Ip^j — da; 

(1 -f- 3) (2/ -+-1) J r da 



donc, si l'on suppose que, relativement à un point placé sur le prolon- 
gement de cet axe, on a 

, r B«» B(«> BW 
r r 2 r J 

on aura la valeur de Y relative à une autre point placé à la même dis- 
tance de l'origine des coordonnées, mais sur un rayon qui fait avec 
l'axe de révolution un angle dont ;z est le cosinus, en multipliant les 

termes de cette valeur respectivement par X (0 \ X (l) , V 2) 9 

Dans le cas où le sphéroïde n'est point de révolution, cette méthode 
donnera la partie de Y indépendante de l'angle t?; on déterminera 

Œuvres de L. — II. 7 
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l'autre partie de cette manière. Supposons, pour simplifier, le sphé- 
roïde tel, qu'il soit partagé en deux parties égales et semblables soit 
par l'équateur, soit par le méridien où l'on fixe l'origine de l'angle o, 
soit par le méridien qui lui est perpendiculaire. Alors V sera fonction 
de fi 2 , sin a nr et cos 2 ct, ou, ce qui revient au même, il sera fonction 
de (/.* et des cosinus de l'angle 2n et de ses multiples; U (l) sera donc 
nul lorsque i est iAipair, et, dans le cas ou il est pair, le terme dépen- 
dant de l'angle txnxs sera de la forme 

Relativement à un point attiré, situé dans le plan de l'équateur où 
(a = o, la partie de V dépendante de ce terme devient 

_^_ C('"> i.3.5...(i — *»-i) 

r i+i (m_ 2/14-1) (i + ?.» + 3). ..(21 — i) 

d'où il suit qu'ayant développé V dans une série ordonnée par rapport 
aux cosinus de l'angle 2 ci et de ses multiples, lorsque le point attiré 
est situé dans le plan de l'équateur, il suffira, pour étendre cette va- 
leur à un point quelconque attiré, de multiplier les termes dépendants 

de — j^— par la fonction 

i.3.5...(i — îtt-i) v . \ 2.(21 — 1) r ) 

on aura donc ainsi la valeur entière de V, lorsque cette valeur sera 
déterminée en série pour les deux cas où le point attiré est situé sur le * 
prolongement de l'axe du pôle et où il est situé dans le plan de l'équa- 
teur, ce qui simplifie beaucoup la recherche de cette valeur. 

Le sphéroïde que nous venons de considérer comprend l'ellipsoïde. 
Relativement à un point attiré situé sur l'axe du pôle, que nous suppo- 
serons être l'axe des x f on a, par le n° 2, b = o, c = o, et alors l'ex- 
pression de V du n° 5 est intégrable par rapport à/?. Relativement à un 
point situé dans le plan de l'équateur, on a a = o, et la même exprès- 
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sion de Y devient encore, par les méthodes connues, intégrable par 
rapport à y, en y faisant tan g y = /. Dans ces deux cas, l'intégrale 
étant prise par rapport à une de ces variables dans ses limites, elle 
devient ensuite possible par rapport à l'autre, et l'on trouve que, 

M étant la masse du sphéroïde, la valeur de vf est indépendante du 

demi-axe k du sphéroïde, perpendiculaire à l'équateur, et ne dépend 
que des excentricités de l'ellipsoïde. En multipliant donc les diffé- 

v 

rents termes des valeurs de ^- relatives à ces deux cas, et réduites en 
séries ordonnées suivant les puissances de -» par les facteurs dont nous 

venons de parler, pour avoir la valeur de « relative à un point quel- 
conque attiré, la fonction qui en résultera sera indépendante de k et 
ne dépendra que des excentricités, ce qui fournit une nouvelle démon- 
stration du théorème que nous avons démontré dans le n° 6. 

Si le point attiré est placé dans l'intérieur du sphéroïde, l'attraction 
qu'il éprouve dépend, comme on l'a vu dans le n° 9, de la fonction v (i \ 
et l'on a, par le numéro cité, 



i/(/) 



'SIS 



Ri-l 



équation que l'on peut mettre sous cette forme 

*« = ^7 fff? -£- * dï*,: qco. 

Supposons R 2 "' développé dans une suite de la forme 



2 '(0) +z '(O + 2'(2) +t . i> 



z f{i} satisfaisant à l'équation aux différences partielles 

*-('-f a )y â?r , (i) 
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Si de plus on nomme z (i) ce que devient z' (i) lorsque Ton y change jt' 
en ft et vt en ct, on aura, par ce qui précède, 



(2i-+-i)(2-i)J p àa aa * 



on aura donc ainsi l'expression de Y relative à toutes les couches du 
sphéroïde qui enveloppent le point attiré. La valeur de Y relative aux 
couches par rapport auxquelles il est extérieur se déterminera comme 
on vient de le voir. 
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CHAPITRE III. 

DE LA FIGURE D'UNE MASSE FLUIDE HOMOGÈNE EN ÉQUILIBRE, ET DOUÉE • 



D'UN MOUVEMENT DE ROTATION. 



18. Après avoir exposé, dans les deux Chapitres précédents, la théo- 
rie des attractions des sphéroïdes, nous allons considérer la. figure 
qu'ils doivent prendre en vertu de l'action mutuelle de leurs parties et 
des autres forces qui les animent. Nous chercherons d'abord la figure 
qui satisfait à l'équilibre d'une masse fluide homogène douée d'un 
mouvement de rotation, et nous donnerons une solution rigoureuse de 
ce problème. 

Soient a, 6, c les coordonnées rectangles d'un point quelconque de 
la surface de cette masse, et P, Q, R les forces qui le sollicitent parallè- 
lement à ces coordonnées, ces forces étant supposées tendre à les dimi- 
nuer. Il résulte du n° 34 du premier Livre que, pour l'équilibre de la 
masse fluide, il suffit que l'on ait 

o = Pda-{-Qdb-{-Rdc, 

pourvu que, dans l'évaluation des forces P, Q, R, on ait égard à la 
force centrifuge due au mouvement de rotation. 

Pour évaluer ces forces, nous supposerons que la figure de la masse 
fluide est celle d'un ellipsoïde de révolution, dont l'axe de rotation est 
l'axe même de révolution. Si les forces P, Q, R, qui résultent de cette 
hypothèse, substituées dans l'équation précédente de l'équilibre, don- 
nent l'équation différentielle de la surface de l'ellipsoïde, l'hypothèse 
précédente est légitime, et la figure elliptique satisfait à l'équilibre de 
la masse fluide. 
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Supposons que Taxe des a soit Taxe même de révolution ; l'équation 
à la surface de l'ellipsoïde sera de cette forme, 

« 2 -*-/n(6 2 -t-c 2 ) # =:/r 2 , 

l'origine des coordonnées a, b, c étant au centre de l'ellipsoïde, k sera 
•le demi-axe de révolution, et, si Ton nomme M la masse de l'ellip- 
soïde, on aura, par le n° 2, 

3/71 

o étant la densité du fluide. Si Ton fait, comme dans le n° 3, '~ m =>, 2 , 

m 

on aura m — ^> et par conséquent 

équation qui donnera le demi-axe i 9 lorsque X sera déterminé. Soit 

A'=^ii±2il(>-.arctangX), 

B'=^[(i + X»)arctangX-ï]; 

on aura, par le n° 3, en n'ayant égard qu'à l'attraction de la masse 
fluide, 

P = A'a, Q = B'ft, R = B'c. 

Si l'on nomme g la force centrifugé à la distance i de l'axe de rotation, 
cette force, à la distance \jb % -\-c 2 du même axe, sera g^b 2 -f-c a ; en la 
décomposant parallèlement aux coordonnées b et c, il en résultera 
dans Q le terme — gb, et dans R le terme — gc; on aura ainsi, en ayant 
égard à toutes les forces qui animent les molécules de la surface, 

l'équation précédente de l'équilibre deviendra donc 

B'—e 

o = d</flH t-t-^ (bdb-hcdc). 
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L'équation différentielle de la surface de l'ellipsoïde est, en y substi- 

tuant pour m sa valeur — ^ 

bdb + cdc 



o r _ ada ■+- 



n-X* 



en la comparant à la précédente, on aura 

(i) [i + l*)[V-g)=JL'- 9 

si l'on substitue pour A' et B' leurs valeurs, et si l'on fait J*- = a, 
on aura 

(*) o = 9 9 ^3% 2 * - arctangX; 

en déterminant donc X par cette équation, qui est indépendante des 
coordonnées a, b 9 c, on fera coïncider l'équation de l'équilibre avec 
celle de la surface de l'ellipsoïde; d'où il suit que la surface elliptique 
satisfait à l'équilibre, du moins lorsque le mouvement de rotation est 
tel que la valeur de \* n'est pas imaginaire, ou lorsque, étant négative, 
elle n'est pas égale ou plus grande que l'unité. Le cas de \* imaginaire 
donnerait un solide imaginaire; celui de ï* = — i donnerait un para- 
bol oïde, et celui de \* négatif et plus grand que l'unité donnerait un 
hyperboloïde. 

19. Si l'on nomme/? la pesanteur à la surface de l'ellipsoïde, on aura 

• 

Dans l'intérieur de l'ellipsoïde, les forces P, Q, R sont proportionnelles 
aux coordonnées a, b, c; car on a vu, dans le n° 3, que les attractions 
de l'ellipsoïde, parallèlement à ces coordonnées, leur sont respective- 
ment proportionnelles, ce qui a également lieu pour la force centrifuge 
décomposée parallèlement aux mêmes coordonnées. Il suit de là que 
les pesanteurs aux divers points d'un rayon mené du centre de l'ellip- 
soïde à sa surface ont des directions parallèles, et sont proportionnelles 



■"'l 
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aux distances à ce centre; en sorte que, si Ton connaît 1» pesanteur k 
sa surface, on aura la pesanteur dans l'intérieur du sphéroïde. 

Si, dans l'expression de p 9 on substitue pour P, Q, R leurs valeurs 
données dans le numéro précédent, on aura 



p = ^A' a a 2 h- (B — g-)* (6» + c J ), 



d'où l'on tire, en vertu de l'équation (i) du numéro précédent, 



i/â /, ** -+- C a 



mais l'équation de la surface de l'ellipsoïde donne — -Â- = iP — a 8 ; 
on aura donc 

r v/n-X a 

a est égal à A au pôle, il est nul à l'équateur; d'où il suit que la pesan- 
teur au pôle est à la pesanteur a l'équateur comme y i + X 3 est à l'unité, 
et par conséquent comme le diamètre de l'équateur est à l'axe du pôle. 
Nommons t la perpendiculaire à la surface de l'ellipsoïde, prolongée 
jusqu'à la rencontre de l'axe de révolution; on aura 



partant 

k't 

ainsi la pesanteur est proportionnelle à t. 

Soit if le complément de l'angle que t fait avec l'axe de révolution ; 
ty sera la latitude du point de la surface que l'on considère, et l'on 
aura, par la nature de l'ellipse, 



)/ 1 h- l 2 cos* 4» 

on aura donc 

A'fr 

V^i-f-X a cos a ^ 
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et, en substituant pour A' sa valeur, on aura 

__ 4 rcpfrf 1 -+-**) (* — arctangX) 



(3) p 



X 3 v^' -+- X* cos* ty 



cette équation donne la relation entre la pesanteur et la latitude ; mais 
il faut pour cela déterminer les constantes qu'elle renferme. 

Soit T le nombre de secondes que la masse fluide emploie à tourner 
sur elle-même ; la force centrifuge g, à la distance i de Taxe de rota- 
tion, sera, par le n° 9 du premier Livre, égale à ^-; on aura donc 

ce qui donne 4 W P = —jt' L$ rayon osculateur du méridien elliptique^ 
est — -^— — - — , ; en nommant donc c la grandeur du degré à la lati- 

tude A, on aura 

(n-X»)irAr 

v ~ 200 c. 



(i + Vcos 1 ^)* 



Cette équation, combinée avec la précédente, donne 

47rp(lH- X 2 ) A* , ., , . , I27T 

v/i-t-X*cos*^ î 1 * 



• • 



on aura ainsi 

/ «v« n , , ). — arctangX 127: 
/>=2ooc(n-X*cos^j Ï*— ^ri' 

Soit / la longueur du pendule simple qui fait une oscillation dans une 
seconde de temps; il résulte du n° 11 du premier Livre que p = tz 2 1\ 
en comparant ces deux expressions de p 9 on aura 

__ a4ooc(X — arctangX)(i H-X*cos a 40 
(4; 9- ^Txâx» ' 

cette équation et l'équation (a) du numéro précédent feront connaître 

Œuvres de L. — II. 8 



• • 



58 MÉGANIQUE CÉLESTls. 

les valeurs de q et de \ au moyen de la longueur / du pendule k secondes 
et de la grandeur c du degré du méridien, observées Tune et l'autre à 
la latitude ^. 
Supposons <{/ = 5o° ; ces équations donneront 



8ooc i / 800 c \ 2 



les observations donnent, comme on le verra dans la suite, 

c=- iooooo m , /r=o m , 741608; 

on a de plus T = 99737; on aura ainsi 

q — o,oo344957 , X 2 = 0,00868767 . 



Le rapport de l'axe de Péquateur à celui du pôle étant \/i -h**, il 
devient dans ce cas i,oo43344*; ces deux axes sont à fort peu près 
dans le rapport de 231,7 à 230,7, et, parce qui précède, les pesan- 
teurs au pôle et à l'équateur sont dans le même rapport.. 

On aura le demi-axe k du pôle au moyen de l'équation 



3 



7r(l-h> 2 ) 7T v * 

ce qui donne 

k = 6352534™. 

• 

Pour avoir l'attraction d'une sphère du rayon k et d'une densité quel- 
conque, on observera qu'une sphère du rayon k et de la densité p agit 
sur un point placé à sa surface avec une force égale à $npk, et par con- 
séquent, en vertu de l'équation (3), égale à ^^^^^^^ ou 

à p ( 1 — j£ V 1 -h . . . ) , ou enfin à o , 998697 .p, p étant la pesanteur sur 
le parallèle de 5o°. De là il est aisé de conclure la force attractive 
d'une sphère d'un rayon et d'une densité quelconques, sur un point 
placé au dehors ou dans son intérieur. 
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20. Si l'équation (a) du n° 18 était susceptible de plusieurs racines 

* 

réelles, plusieurs figures d'équilibre conviendraient au même mou- 
vement de rotation; voyons donc si cette équation a plusieurs racines 

réelles. Pour cela, nommons 9 la fonction 9 ^3? a arctangX, dont 

l'égalité à zéro produit l'équation (2). Il est facile de voir qu'en faisant 
croître \ depuis zéro jusqu'à l'infini , l'expression de 9 commence et 
finit par être positive; ainsi, en imaginant une courbe dont \ soit 
l'abscisse et dont 9 soit l'ordonnée, cette courbe coupera son axe 
lorsque \ = o; les ordonnées seront ensuite positives et croissantes; 
parvenues à leur maximum, elles diminueront; la courbe coupera une 
seconde fois son axe, à un point qui déterminera la valeur de X corres- 
pondante à l'état d'équilibre de la masse fluide; les ordonnées seront 
ensuite négatives, et, puisqu'elles sont positives lorsque X = 00 , il est 
nécessaire que la courbe coupe une troisième fois son axe, ce qui dé- 
termine une seconde valeur de \ qui satisfait à l'équilibre. On voit ainsi 
que, pour une même valeur de q, ou pour un mouvement de rotation 
donné, il y a plusieurs figures avec lesquelles l'équilibre peut subsister. 
Pour déterminer le nombre de ces figures, nous observerons que l'on a 

. _ 6)> a rfX[gX* -h toq - 6) ).* -4- 97] 

•~ (3x a -f 9 ;v+->> 2 . 

La supposition de rf? = o donne 

oz=qX* h- [toq — 6) A* -+-9^, 
d'où l'on tire, en ne considérant que les valeurs positives de \ 9 

»r^ï-"y(ï-»/-»- 

Ces valeurs de a déterminent les maxima et les minima-de l'ordonnée 9; 
il n'y a donc que deux ordonnées semblables du côté des abscisses 
positives, ce qui exige que de ce côté la courbe ne coupe son axe qu'en 
trois points, en y comprenant l'origine; ainsi le nombre des figures qui 
satisfont à l'équilibre se réduit à deux. 

8. . 
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La courbe, du côté des abscisses négatives, étant exactement la même 
que du côté des abscisses positives, à la différence près du signe, des 
ordonnées, elle coupe son axe dé chaque côté, dans des points corres- 
pondants, équidistants de l'origine des coordonnées ; les valeurs néga- 
tives de X qui satisfont à l'équilibre sont donc, au signe près, les mêmes 
que les valeurs positives, ce qui donne les mêmes figures elliptiques, 
puisque le carré de X entre seul dans la détermination de ces figures ; il 
est par conséquent inutile de considérer la courbe du côté des abscisses 
négatives. 

Si Ton suppose q fort petit , comme cela a lieu pour la Terre , on 
pourra satisfaire à l'équation (2) du n° 18 dans les deux hypothèses 
de \* fort petit et de >.' fort grand. Dans la première on a, par le nu- 
méro précédent, 

Pour avoir la valeur de X 2 dans la seconde hypothèse, nous observerons 
qu'alors arctangX diffère très-peu de {-, en sorte que, si l'on suppose 

7T I 

arctangX =s a, a sera un très-petit angle dont la tangente est ?; 

on aura donc 





1 


1 
3X» 


1 

~*~ 51* 


1 


et par conséquent 










arctangX= - 

• 


1 1 


1 


l'équation (2) du n° 18 deviendra 


ainsi 




• 


9X-4- 2ÇX S 

9 + 3X* 


"" 2 


1 


1 

35?"" 



f. 



d'où l'on conclift, parr le retour des suites, 
X^^-§^i£(i~^W... = 2,356i 9 5.i--2,546479~i,478885^^.... 

On a vu, dans le numéro précédent, que, relativement à la Terre, 
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9 = 0,00344957; cette valeur de q 9 substituée dans l'équation précé- 
dente, donne \ = 680,49* Ainsi le rapport des deux axes de l'équa- 

teur et du pôle, rapport qui est égal à ^i-h\* 9 est, dans le cas du 
sphéroïde très-aplati, égal à 680,49. 

La valeur de q a une limite au delà de laquelle l'équilibre çst impos- 
sible avec une figure elliptique. Supposons, en effet, que la courbe ne 
coupe son axe qu'à son origine, et qu'elle ne fasse que le toucher ail- 
leurs; on aura à ce point de contact <p = o, etify = o; la valeur de <p 
ne sera donc jamais négative du côté des abscisses positives, les seules 
que nous considérons ici. La valeur de q, déterminée par les deux 
équations <p = o, rfp = o, sera donc la limite de celles avec lesquelles 
l'équilibre peut subsister, en sorte qu'une plus grande valeur rend l'é- 
quilibre impossible; car, q étant supposé croître de/, la fonction 9 

• 

augmente du terme —3^; ainsi, la valeur de ç correspondante à q 

n'étant jamais négative, quel que soit \, la même fonction correspon- 
dante à q -t-/* est constamment positive, et ne peut jamais devenir 
nulle; l'équilibre est donc alors impossible. Il résulte encore de cette 
analyse qu'il n'y a qu'une seule valeur réelle et positive de q qui satis- 
fasse aux deux équations 9 = et dtf--=o. Ces équations donnent les 

suivantes 

_ 6X» 

? "~(' + * 2 )(9 + * 2 )' 

• = (l + > .) ( 3 + X»)(9 + X') — arCtangX * 

La valeur de \ qui satisfait à cette dernière équation est \ = 2,5292, 

d'où l'on tire q = 0,337007; la quantité V* -+■ **» qui exprime le rap- 
port de l'axe de l'équateur à celui du pôle est, dans ce cas, égale 
à 2,7197. 

La valeur de q relativement à la Terre est égale à 0,003449^7 • Cette 
valeur répond à une durée de rotation de 0^,99727; or on a générale- 
ment q = t^-> en sorte que, par rapport aux masses de même densité. 
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q est proportionnel à la force centrifuge g du mouvement de rotation, 
et par conséquenten raison inverse du carré du temps de la rotation ; 
d'où il suit que, relativement à une masse de même densité que la 
Terre, le temps de la rotation qui répond à q = 0,337007 est de 
o j , 10090. De là résultent ces deux théorèmes : 

Toute masse fluide homogène d'une densité égale à la moyenne densité 
de la Terre ne peut pas être en équilibre avec une figure elliptique, si le 
temps de sa rotation est' moindre que o j , 10090. Si ce temps est plus con- 
sidérable, il y a toujours deux figures elliptiques, et non davantage, qui 
satisfont à l'équilibre. 

Si la densité de la masse fluide est différente de celle de la Terre, on 
aura le temps de la rotation, dans lequel t équilibre cesse d'être possible 
avec une figure elliptique, en multipliant o j , 10090 par la racine carrée 

m 

du rapport de la densité moyenne de la Terre à celle de la masse fluide. 

Ainsi, relativement à une masse fluide dont la densité ne serait 
qu'un quart de celle de la Terre, ce qui a lieu à peu près pour le So- 
leil, ce temps serait de o J , 20184; et si la densité de la Terre, supposée 
fluide et homogène, était environ 98 fois moindre que sa densité ac- 
tuelle, la figure qu'elle devrait prendre, pour satisfaire à son mouve- 
ment actuel de rotation, serait la limite de toutes les figures elliptiques 
avec lesquelles l'équilibre peut subsister. La densité de Jupiter étant 
environ cinq fois moindre que celle de la Terre, et la durée de sa rota- 
tion étant de o*, 4*377, on voit que cette durée est dans les limites de # 
celles de l'équilibre. 

On pourrait croire que la limite de q est celle où le fluide commen- 
cerait à se dissiper, en vertu d'un mouvement de rotation trop rapide; 
mais il est facile de se convaincre du contraire, en observant que, par 
le n° 19, la pesanteur à l'équateur de l'ellipsoïde est à la pesanteur au 
pôle dans le rapport de l'axe du pôle à celui de l'équateur, rapport qui 
dans ce cas est celui de 1 à 2,7197; l'équilibre cesse donc d'être pos- 
sible, parce qu'avec un mouvement de rotation plus rapide il est impos- 
sible de donner à la masse fluide une figure elliptique, telle que la 
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résultante de son attraction et de la force centrifuge soit perpendicu- 
laire à la surface. 

Nous avons supposé jusqu'ici X* positif, ce qui donne des sphéroïdes 
aplatis vers les pôles; examinons présentement si l'équilibre peut sub- 
sister avec une figure allongée vers les pôles. Soit alors a 2 — — V 3 ; 
V* doit être positif et moindre que l'unité ; autrement, l'ellipsoïde se 
changerait en hyperboloïde. La valeur précédente de dy donne 



9 J <i-hX*;<9-3XV 



itégral 



valeur ±: V\ — i , on aura 

• 

or il est clair que les éléments de cette dernière intégrale sont tous de 
même signe, depuis V* = o jusqu'à V* = i ; la fonction ç ne peut donc 
jamais devenir nulle dans cet intervalle; ainsi l'équilibre ne peut sub- 
sister avec une figure allongée vers les pôles. 

21 . Si le mouvement de rotation primitivement imprimé â une masse 
fluide est plus rapide que celui qui convient à la limite de q, il ne faut 
pas en conclure qu'elle ne peut pas être en équilibre ave* une figure 
elliptique; car on conçoit qu'en s'aplatissant de plus en plus, elle 
prendra un mouvement de rotation de moins en moins rapide; en sup- 
posant donc qu'il existe, comme dans tous les fluides connus, une forte 
de ténacité entre ses molécules, cette masse, après un grand nombre 
d'oscillations, pourra enfin parvenir â un mouvement de rotation com- 
pris dans les limites de l'équilibre, et se fixer à cet état. Mais eett* 
possibilité n'est encore qu'un aperçu qu'il est intéressant de vérifier; 
il est également intéressant de savoir s'il y a plusieurs états possible* 
d'équilibre; car ce que nous venons de démontrer sur la possibilité des 
deux états d'équilibre, correspondants â un mkme mooremârut de ro- 
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talion» n'entraîne pas là possibilité de deux états d'équilibre corres- 
pondants à une même force primitive, puisque les deux états d'équi- 
libre relatifs à un même mouvement de rotation exigent deux forces 
primitives différentes ou différemment appliquées. 

Considérons donc une masse fluide agitée* primitivement par des 
forces quelconques, et ensuite abandonnée à elle-même et à l'attrac- 
tion mutuelle de toutes ses parties. Si par le centre de gravité de cette 
masse, supposé immobile, on conçoit un plan par rapport auquel la 
somme des aires décrites sur ce plan par chaque molécule, et multi- 
pliées respectivement par les molécules correspondantes, soit à l'ori- 
gine du mouvement un maximum, ce plan jouira éonstamment de cette 
propriété, par les n°* 21 et 22 du premier Livre, quelle que soit la ma- 
nière dont les molécules agissent les unes sur les autres, soit par leur 
ténacité, soit par leur attraction et leur choc mutuel , dans le cas même 
oji il y aurait des pertes de mouvement brusques et finies dans un in- 
stant. Ainsi, lorsqu'après un grand nombre d'oscillations la masse fluide 
prendra un mouvement de rotation uniforme autour d'un axe fixe, cet 
axe sera perpendiculaire au plan dont nous venons de parler, qui sera 
celui de l'équateur, et le mouvement de rotation sera tel que la somme 
des aires décrites pendant l'instant dt par les molécules projetées sur 
ce plan sera la même qu'à l'origine du mouvement; nous désignerons 
par Edi cette dernière somme. 

Nous observerons ici que l'axe dont il s'agit est celui par rapport 
auquel la somme des moments des forces primitives du système était 
un maximum. Il conserve cette propriété pendant le mouvement du 
système, et devient enfin l'axe de rotation; car ce que nous avons dé- 
montré, dans les numéros cités du premier Livre, sur le plan du maxi- 
mum des aires projetées, s'applique à l'axe du plus grand moment des 
forces, puisque l'aire élémentaire décrite par la projection du rayon 
vecteur d'un corps sur un plan, et multipliée par sa masse, est évidem- 
ment proportionnelle au moment de la force finie de ce corps par rap- 
port à l'axe perpendiculaire à ce plan. 

Soit, comme ci-dessus, g la force centrifuge due au mouvement de 
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rotation, à la distance i de l'axe; yfg sera la vitesse angulaire de rota- 
tion; nommons ensuite k le demi-axe de rotation de la masse fluide, et 



k^\ -+- \* le demi-axe de son équateur. Il est facile de s'assurer que la 
somme des aires décrites pendant l'instant dt par toutes les molécules, 
projetées sur le plan de l'équateur et multipliées respectivement par 

les molécules correspondantes, est ^~ {\ + \ % yk*dt.\lg\ on aura donc 

En nommant ensuite M la masse fluide, on aura 

£irA-»p(«-t-*») = M; 

la quantité -r-> que nous avons nommée q dans le n° 18, devient ainsi 

f 

<f{i -+- **)""*, en désignant par q[ la fonction -jp^- • L'équation du 



même numérQ devient 



M* 



o = ^ 2 , o^a arctangA. 



Cette équation déterminera X; on aura ensuite k au moyen de l'expres- 
sion précédente de M. 
Nommons <p la fonction 

2 ^rb arclangX ' 

qui doit être égale à zéro, par la condition de l'équilibre; cette fonc- 
tion commence par être positive lorsque \ est très-petit, et finit par 
être négative lorsque X est infini; il existe donc, entre X = o et > in- 
fini, une valeur de \ qui rend cette fonction nulle, et par conséquent 
il y a toujours, quel que soit q\ une figure elliptique avec laquelle la 
masse fluide peut être en équilibre. 

OEwrret de L. — II. 9 
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On peut mettre la valeur de <p sous cette forme intégrale, 



9 = a 




^«ftj^r + ,8 «'- [?'*» -h t8(n- >»)*]! 



(9+3X»)»(i + >») T 



Lorsqu'elle devient nulle, la fonction 

^ 4- i8</'- [y X' -4- 18(1 + X»fl 

a déjà passé par zéro pour devenir négative; or, dès l'instant où cette 
fonction commence à être négative, elle continue de l'être à mesure* 

que \ augmente, parce que la partie positive ^?-+-i8g' diminue, 

tandis que la partie négative — [y'X* -h 18(1 -h * 2 ) T J augmente; la 
fonction <p ne peut donc pas devenir deux fois nulle, d'où il suit qu'il 
n'y a qu'une seule valeur réelle et positive de X qui satisfasse à l'équa- 
tion de l'équilibre, et par conséquent le fluide ne peut être en équilibre 
qu'avec une seule figure elliptique. 
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CHAPITRE IV. 

DE LA FIGURE d'un SPHÉROÏDE TRÈS-PEU DIFFÉRENT D'UNE SPHÈRE 
ET RECOUVERT D'UNE COUCHE DE FLUIDE EN ÉQUILIBRE. 



22. Nous avons considéré, dans le Chapitre précédent, l'équilibre 
d'une masse fluide homogène, et nous avons trouvé que la figure ellip- 
tique satisfait à cet équilibre; mais, pour avoir une solution complète 
de ce problème, il faudrait déterminer a priori toutes -les figures de 
l'équilibre, ou s'assurer que la figure elliptique est la seule qui en rem- 
plisse les conditions; d'ailleurs il est très-probable que les corps cé- 
lestes ne sont pas des masses homogènes, et qu'ils sont plus denses 
vers le centre qu'à la surface; on ne doit donc pas, dans la recherche 
de leur figure, se borner au cas de l'homogénéité; mais alors cette 
recherche présente de grandes difficultés. Heureusement, elle se sim- 
plifie par la considération du peu de différence qui existe entre la 
figure sphérique et celles des planètes et des satellites, ce qui permet 
de négliger le carré de cette différence et des quantités dont elle dé- 
pend. Malgré ces simplifications, la recherche de la figure des pla- 
nètes est encore très -compliquée. Pour la traiter avec la plus grande 
généralité, nous allons considérer l'équilibre d'une masse fluide qui 
recouvre un corps formé de couches d'une densité variable, doué d'un 
mouvement de rotation et sollicité par l'attraction de corps étrangers. 
Pour cela, nous allons rappeler les lois de l'équilibre des fluides, que 
nous avons démontrées dans le premier Livre. 
Si l'on nomme p la densité d'une molécule fluide; H la pression 
.■ qu'elle éprouve; F, F', F",... les forces dont elle est animée; d/ f d/\ 
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df\ ... les éléments des directions de ces forces, l'équation générale 
de l'équilibre de la masse fluide sera, par le n° 17 du premier Livre, 

— = Frf/n- F'd/'-f- ¥'df + .... 

Supposons que le second membre de cette équation soit une différence 
exacte; en désignant par </<p cette différence, p sera nécessairement 
fonction de n et de 9; l'intégrale de cette équation donnera 9 en fonc- 
tion de H; on pourra donc réduire p à n'être fonction que de II, d'où 
l'on tirera n en fonction de p; ainsi, relativement aux couches de den- 
sité constante, on aura dVL = o, et par conséquent 

o = FJ/-+- F'd/'-+- F"d/"-h 

équation qui indique que la force tangentielle à là surface de ces 
couches est nulle, et par conséquent que la résultante de toutes les 
forces F, F, F, . . . est perpendiculaire à cette surface, en sorte que 
ces couches sont en même temps couches de niveau. 

La pression n étant nulle à la surface extérieure, p doit y être con- 
stant, et )a résultante de toutes les forces qui animent chaque molécule 
de cette surface lui est perpendiculaire. Cette résultante est ce que 
l'on nomme pesanteur. Les conditions de l'équilibre d'une masse fluide 
sont donc : i° que la direction de la pesanteur soit perpendiculaire à 
chaque point de la surface extérieure; 2 que, dans l'intérieur de la 
masse, les directions de la pesanteur de chaque molécule soient per- 
pendiculaires à la surface des couches de densité constante. Comme on 
peut, dans l'intérieur d'une masse homogène, prendre telles couches 
que l'on veut pour couches de densité constante, la seconde des deux 
conditions précédentes de l'équilibre est toujours satisfaite, et il suffit, 
pour l'équilibre, que la première soit remplie, c'est-à-dire que la résul- 
tante de toutes les forces qui animent chaque molécule de la surface 
extérieure soit perpendiculaire à cette surface. 

23. Dans la théorie de la figure des corps célestes, les forces F, F, 
F",... sont produites par l'attraction de leurs molécules, par la force cen- 
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trifuge due à leur mouvement de rotation, et par l'attraction des corps 
étrangers. Il est facile de s'assurer que la différence Fdf+ F'df'-t- . . . 
est alors exacte; mais on le verra clairement par l'analyse que nous 
allons faire de ces différentes forces, en déterminant la partie de l'in- 
tégrale f{Fd/4- ¥df'-\- . . .) qui est relative à chacune d'elles. 
Si Ton nomme dil une molécule quelconque du sphéroïde, et/ sa 

distance à la molécule attirée, son action sur cette dernière sera ^-* 

En multipliant cette action par l'élément de sa direction, qui est — df % 
puisqu'elle tend à diminuer/, on aura, relativement à l'action de 

la molécule rfM, f¥df= -p» d'où il suit que la partie de l'intégrale 

J{Ydf+ Ydf'-h . . .), qui dépend de l'attraction des molécules du sphé- 
roïde, est égale à la somme de toutes ces molécules divisées par leurs 
distances respectives à la molécule attirée. Nous représenterons cette 
somme par Y, comme nous l'avons fait précédemment. 

On se propose, dans la théorie de la figure des planètes, de déter- 
miner les lois de l'équilibre de toutes leurs parties autour de leur 
centre commun de gravité; il faut donc transporter, en sens contraire, 
à la molécule attirée toutes les forces dont ce centre est animé en 
vertu de l'action réciproque de toutes les parties du sphéroïde; mais 
jon a vu, dans le n° 20 du premier Livre, que, par la propriété de ce 
centre, la résultante de toutes ces actions sur ce point est nulle; il 
n'y a donc rien à ajouter à V pour avoir l'effet total de l'attraction du 
sphéroïde sur la molécule attirée. 

Pour déterminer l'effet de la force centrifuge, nous supposerons la 
position de la molécule déterminée par les trois coordonnées rectan- 
gles x\ y', z' 9 dont nous fixerons l'origine au centre de gravité du 
sphéroïde. Nous supposerons ensuite que l'axe des x est l'axe de ro- 
tation, et que g exprime la force centrifuge due à la vitesse de rotation 
à la distance i de l'axe. Cette force sera nulle dans le sens des x' , 
et égale à g y' et gz' dans le sens des y' et des z'; en multipliant donc 
ces deux dernières forces respectivement par les éléments dy' et dz f de 
leurs directions, on aura jg{y' 2 -+- z' 2 ) pour la partie de l'intégrale 
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f(Fdf+ Fdf'-h . . .) qui est duc à la force centrifuge du mouvement 
de rotation. 

Si Ton nomme, comme ci-dessus, r la distance de la molécule attirée 
au centre de gravité du sphéroïde, l'angle que le rayon r forme avec 
Taxe des x\ et n l'angle que forme le plan qui passe par Taxe des oc/ 
et par cette molécule avec le plan des a/ et des y'; enfin , si Ton fait 
cosO := fi, on aura 

x'=ru 9 jr'= r y i — a* costs*, s'— r\i— u'sinsj, 
d'où l'on tire 

*«r(r ,1 + *' f )=i«rr»(i-.u«). 

Nous mettrons cette dernière quantité sous la forme suivante 

pour assimiler ses termes à ceux de l'expression de V que nous avons 
donnée dans le Chapitre II, c'est-à-dire pour leur donner la propriété 
de satisfaire à l'équation aux différences partielles 

% , dY<'> d*Y<«"> 

d. I— {JL* — 

r OU OIS* ... % v „-, 

OU I — u* x ' 

dans laquelle Y (<) est une. fonction rationnelle et entière de u f 

Vi — [t'coscj et \/i — (i s sinci du degré i; car il est clair que chacun 
des deux termes {gr* et — {gr*(u* — £) satisfait, pour Y ( °, à l'équa- 
tion précédente. 

Il nous reste présentement a déterminer la partie de l'intégrale 
fictif -h ¥*<!/'+- . . .) qui résulte de l'action des corps étrangers. Soient 
S la masse d'un de ces corps, /sa distance à la molécule attirée, et s sa 
distance au centre de gravité du sphéroïde. En multipliant son action 
par l'élément — dfde sa direction, et en l'intégrant ensuite, on aura 

Y* Ce n'est pas la partie entière de l'intégrale f(Fdf-i- Pdf'-*-...) due 

k l'action de S; il faut encore transporter, en sens contraire, à la mole- 
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cule l'action de ce corps sur le centre de gravité du sphéroïde. Pour 
cela» nommons v l'angle que s forme avec l'axe des x\ et <|/ l'angle 
que forme le plan qui passe par cet astre et par le corps S avec le plan 

des x' et des y'. L'action — de ce corps sur le centre de gravité du 

sphéroïde, décomposée parallèlement aux axes des x\ des y' et des s', 
produira les trois forces suivantes 

S S S 

— cosi', -- sini>cosd>, —sin^sin^. 

s* s* s* 

m 

En les transportant en sens contraire à la molécule attirée, ce qui 
revient à les faire précéder du signe —, en les multipliant ensuite 
par les éléments dx\ dy\ dz' de leurs directions, et en les intégrant, 
la somme de ces intégrales sera 

S 
— — (ar'cosv-f-j'sinvcosvp -+• s'sinvsintp) 4- const.; 

5 

la partie entière de l'intégrale fi^df-t- F'^'-h . . .) due à l'action du 
corps S sera donc 

S S 

-^ - (x'cosi> -+- /'sini>cos^ -+- s'sint'sin^) ■+- const., 

et comme cette quantité doit être nulle par rapport au centre de gravité 
du sphéroïde, que nous supposons immobile, et que, relativement à ce 
point, /devient s 9 et x' f y\ z' sont nuls, on aura 



S 

const. = 

s 



Maintenant /est égal à 



i 



[($cosu — #')*-+- (ssinvcos^ — .T') 2 H- («sinusin^ — *')*]> 
ce qui donne, en substituant pour x\ y\ z' leurs valeurs précédentes, 



/ ^s 2 — 2*rf cosvcos0 -h sinvsinfl cos(gj — v|>)] -h r J 
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Si l'on réduit cette fonction dans une suite descendante par rapport aux 
puissances de s, et que l'on représente ainsi cette suite» 

- fpW -4- - PO + ^ F« -t- r j P<» +...Y 
S \ s s a s* f 

m 

on aura généralement, par les n 09 15 et 17, 

p/l= 1.3.5... (ai--i) r y iji-i) ^ { i(i-t)(i-2)(/-3) a ._ A 1 

i.a.3...i L 2.(21 — 1) 2.4.(21 — 1) (2/ — 3) J' 

S étant égal à cospcos9-h sinpsin6cos(a — ty); il est visible d'ail- 
leurs, par le n° 9, que l'on a 

^dJK*) d*P«) 

Op. I — U 1 



O = - 



en sorte que les termes de la série précédente ont cette propriété com- 
mune avec ceux de V. On aura, cela posé, 

~---4( x ' c ° sv+ ^' sinvcos +^*' sinvsin +)=^( p(,) -*--p (,) H-T pco " | ---V 

j S S S \ S S I 

S'il y a d'autres corps, S', S", ..., en désignant par *\ p\ <|/, P /( °, *", y", 
<|/\ P" (l) , ... ce que nous avons nommé s 9 v, <|s P ( ° relativement au 
corps S, on aura les parties de l'intégrale /(F^+ F(^'+ . . .) dues 
à leur action, en marquant d'un trait, de deux traits, etc. les lettres s, 
t>, <|> et P dans l'expression précédente de la partie de cette intégrale 
due à l'action de S. 

Si l'on rassemble maintenant toutes les parties de cette intégrale, et 
si l'on fait 

5 *« + ^ f<« + . . . - f (^ - ^ = «»»>, 

|pd) 4 .^p'(i) + ... =:aZ (l) t 
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a étant un très-petit coefficient, parce que la condition d'un sphéroïde 
très-peu différent de la sphère exige que les forces qui l'écartent de 
cette figure soient très-petites, on aura 

/(Ftf/4- F'tf/'-f-. . .) =r V + ar*(Z«» f- ZW 4- rZ(*> 4- r*Z<«> +. . .), 

Z ( ° satisfaisant, quel que soit i, à l'équation aux différences partielles 

dzc) <j*zw 



<M'-f**) 



o = 



dfji dm 2 



4--^— 4-/(1 -Hl)Z(«. 



L'équation générale de l'équilibre sera donc 

(i) CUL = v-h ar*(Z«» 4- Z<») 4- rZW 4- r>Z<*> 4- . . .). 

Si les corps étrangers sont très-éloignés du sphéroïde, on pourra né- 
gliger les quantités r 3 Z (3) , r 4 Z (4) ,..., parce que, les différents termes 
de ces quantités étant divisés respectivement par s* 9 j 5 ,..., j'\ $'*,..., 
ces termes deviennent très-petits lorsque s, *',... sont fort grands par 
rapport à r. Ce cas a lieu pour les planètes et les satellites, à l'excep- 
tion de Saturne dont l'anneau est trop près de sa surface pour n'avoir 
pas égard aux termes précédents. Il faut donc, dans la théorie de la 
figure de cette planète, prolonger le second membre de l'équation (i), 
qui a l'avantage de former une série toujours convergente, et comme 
alors le nombre des corpuscules extérieurs au sphéroïde est infini, les 
valeurs de Z (0) , Z (2 \... sont données en intégrales définies, dépendantes 
de la figure et de la constitution intérieure de l'anneau de Saturne. 

24. Le sphéroïde peut être entièrement fluide; il peut être formé 
d'un noyau solide recouvert par un fluide. Dans ces deux cas, l'équa- 
tion (i) du numéro précédent déterminera la figure des couches de la 
partie fluide, en considérant que, n devant être une fonction de p, le 
second membre de cette équation doit être constant à la surface exté- 
rieure et à celle de toutes les couches de niveau, et qu'il ne peut varier 
que d'une couche à l'autre. 

Œuvres de L. — II. IO 
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Les deux cas précédents se réduisent à un seul, lorsque le sphéroïde 
est homogène; car il est indifférent pour l'équilibre qu'il soit entière- 
ment fluide ou qu'il renferme un noyau intérieur solide. Il suffit, par 
le n° 12, que l'on ait, à la surface extérieure, 



const. =V + «r J (Z<°> -f- Z< 2 > -h r»*> -h r*Z(« 






Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de V, sa valeur donnée 
par la formule (3) du n° 11, et si l'on observe que, par le n° 12, Y ,0) 
disparaît en prenant pour a le rayon d'une sphère de même volume 
que le sphéroïde, et que Y (<) est nul lorsque l'on fixe l'origine des 
coordonnées au centre de gravité du sphéroïde, on aura 

const. - ^- -4- &^(i YW-f- — YW-+- -^- Y<»-h ...\ -+-«#* (Z<»>-hZ<« -hrZ<»>+r«Z<*>-+- ...] 

C'est l'équation °de la surface du sphéroïde, en y substituant, au lieu 
. de r, sa valeur à la surface, a (14- *y) ou 



a-haa(YCi)-t-Y(3>-4-Y<« 



) -1- ^ 



ce. qui donne 



• • 



const.:=^a*-^^(4Y<*>4-ÎY^ 

On déterminera la constante arbitraire du premier membre de cette 
équation au moyen de celle-ci 

const. = { izà 1 -f- aa 2 Z(°) ; 

on aura ensuite, en comparant les fonctions semblables, c'est-à-dire 
assujetties à la même équation aux différences partielles, 

1 étant plus grand que l'unité. Cette équation peut être mise sous la 
forme 

Y«) = i- <*-«»'> -h JLfr*-*dr.ZM, 
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l'intégrale étant prise depuis r = o jusqu'à r = a. Le ra^on a(i-f-aj') 
de la surface du sphéroïde deviendra ainsi 

On peut mettre cette équation sous une forme finie, en considérant 
que l'on a, par le numéro précédent, 

g (Zg»)-hrZ(»)4-r»Z(*)- h ,,Q = -g(u»--«--A-_^.- h ' S ; jiL - 



• • • » 



en sorte que l'intégrale fdr(Z {2) -h rZ (8) -h . . .) est facile à déterminer 
par les méthodes connues. 

25. L'équation (1) du n° 23 a non-seulement l'avantage de faire con- 
naître la figure du sphéroïde, mais encore celui de donner par la diffé- 
rentiation la loi de la pesanteur à sa surface; car il est visible que, le 
second membre de cette équation étant l'intégrale de la somme de 
toutes les forces dont chaque molécule est animée, multipliées par les 
éléments de leurs directions respectives, on aura la partie de la résul- 
tante qui agit suivant le rayon r en différentiant ce second membre 
par rapport à r; ainsi, en nommant p la force dont une molécule de 
la surface est sollicitée vers le centre de gravité du sphéroïde, on aura 

p = - ^ - 4- à{r*ZW h- r»Z<»> -f- H»») H- r*Z<«> -h. . .). 
r or or ^ ' 

m 

Si Ton substitue dans cette équation, au lieu de — -p> sa valeur à la 

y 

surface f rca h * donnée par l'équation (2) du n° 10, et au lieu de V 

sa valeur donnée par l'équation (1) du n° 23, on aura 

or 

10. • 



'4- 
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r devant être changé en a, après les différentiations, dans le second 
membre de cette équation, qui, par le numéro précédent, peut tou- 
jours se réduire à une fonction finie. 

p ne représente pas exactement la pesanteur, mais seulement la 
partie de cette force dirigée vers le centre<le gravité du sphéroïde, en 
la supposant décomposée en deux, dont Tune soit perpendiculaire au 
rayon r, et dont l'autre p soit dirigée suivant ce rayon. La première de 
ces deux forces est évidemment très-petite et de l'ordre a; en la dési- 
gnant donc par ay, la pesanteur sera égale à \p* ■+- a*y 2 , quantité qui, 
en négligeant les termes de* l'ordre a 2 , se réduit à p. Nous pouvons 
ainsi considérer/? comme exprimant la pesanteur à la surface du sphé- 
roïde, en sorte que, les équations (2) et (3) du numéro précédent et de 
celui-ci déterminant et là figure des sphéroïdes homogènes en équilibre 
et la loi de la pesanteur à leur surface, elles renferment la théorie com- 
plète de l'équilibre de ces sphéroïdes, dans la supposition où ils dif- 
fèrent très-peu de la sphère. 

Si les corps étrangers S, S', . . . sont nuls, et qu'ainsi le sphéroïde ne 
soit sollicité que par l'attraction de ses molécules et par la force centri- 
fuge de son mouvement de rotation, ce qui est le cas de la Terre et des 
planètes premières, à l'exception de Saturne, lorsque l'on n'a égard 
qu'à l'état permanent de leur figure; alors, en désignant par a? le rap- 
port de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, rapport qui est 

à très-peu près égal à ^-» la densité du sphéroïde étant prise pour 
l'unité, on trouvera 

a(i + a r )-a[i-^?(^-l)], 

le sphéroïde est donc alors un ellipsoïde de révolution, sur lequel les 
accroissements de la pesanteur et les diminutions des rayons, en allant 
de l'équateur aux pôles, sont à très-peu près proportionnels au carré 
du sinus de la latitude, p étant, aux. quantités près de Tordre a, égal à 
ce sinus. 
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a, par ce qui précède, est le rayon d'une sphère égale en solidité au 
sphéroïde; la pesanteur à la surface de cette sphère serait {rca; ainsi 
Ton aura le point de la surface du sphéroïde où la pesanteur est la 
même qu'à la surface de la sphère, en déterminant p par l'équation 

ce qui donne f/. = vH . 

26. L'analyse précédente nous a conduits à la figure d'une masse 
fluide homogène en équilibre, sans employer d'autres hypothèses que 
celle d'une figure très-peu différente de la sphère; elle fait voir que la 
figure elliptique, qui, par le Chapitre précédent, satisfait à cet équilibre, 
est la seule alors qui lui convienne. Mais, comme la réduction du rayon 
du sphéroïde dans une série de la forme a(n-aY (0J -+-aY (l) -h...) peut 
faire naître quelques difficultés, nous allons démontrer, directement et 
indépendamment de cette réduction, que la figure elliptique est la 
seule figure d'équilibre d'une masse fluide homogène, douée d'un 
mouvement de rotation; ce qui, en confirmant les résultats de l'ana- 
lyse précédente, servira en même temps à dissiper les doutes que l'on 
pourrait élever contre la généralité de cette analyse. 

Supposons d'abord que le sphéroïde soit de révolution, et que son 
rayon soit a(i-f-ay), y étant une fonction de p ou du cosinus de 
l'angle 8 que ce rayon forme avec l'axe de révolution. Si l'on nomme/ 
une droite quelconque menée de l'extrémité de ce rayon dans l'inté- 
rieur du sphéroïde, p le complément de l'angle que forme cette droite 
avec le plan qui passe par le rayon a(n-oy) et par l'axe de révolu- 
tion, q l'angle formé par la projection de/sur ce plan et par le rayon; 
enfin, si l'on nomme Y la somme de toutes les molécules du sphéroïde 
divisées par leurs distances à la molécule placée à l'extrémité.du rayon 
a{\ -f- «y), chaque molécule étant égale dif^dfdpdqsinp, on aura 

V = Mff'*dpdqsinp, 

/' étant ce que devient /à la sortie du sphéroïde. Il faut maintenant 
déterminer/' en fonction de p et de q. 
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Pour cela , nous observerons qoe , si Ton nomme V la valeur de 6 
relative à ce point de sortie, et a(i-f-oy' ■ le rayon correspondant du 
sphéroïde, y' étant une pareille fonction de costf ou de \l que y Test 
de (i, il est facile de voir que le cosinus de l'angle formé par les deux 
droites/' eta(i-i-xy) est égal à sin/>cosy, et qu'ainsi, dans le triangle 
formé par les trois droites/', a{\ -h %y\. et a i -t- *y']<> on a 

à 1 (i -+- *y')* =/'* — *af (i -+- a/) siny> cos j -r- a 1 { i -+- a/)*. 

Cette équation donne pour/'' deux valeurs; mais, Tune d'elles étant de 
Tordre *', elle est nulle lorsque l'on néglige les quantités de cet ordre. 
L'autre devient 

/'* — /[a* sin*p cos*q (i — ia.y — 4*« 1 u r '""^ r )» 

ce qui donne 

V — za*ffdpdqsinp[[i-+- *ay sin*y>cos*ç - u -*(j r '— T ]• 

\\ est visible que les intégrales doivent être prises depuis p = o jusqu'à 
p = 7: f et depuis q = — £- jusqu'à q = £-; on aura ainsi 

V = }îra 3 — laira'j* -h zaa*ffdpdq.y' sinp. 

y' étant fonction de cos6\ il faut déterminer ce cosinus en fonction 
de p et de q; on pourra, dans cette détermination, négliger les quan- 
tités de Tordre x, puisque y* est déjà multiplié par x; cela posé, on 
trouvera facilement 

a cosô' = [a —f sinp cosq) cos0 -»-/' sinp sinq sin 6, 
d'où Ton tire, en substituant pour/' sa valeur nasinpcosq, 

m 

. u'=: pcos*p — sin*pcos(2ç — Ç\ 

On doit observer ici, relativement à l'intégrale fjy'dpdqsmp, prise par 
rapport à q, depuis iq — — x jusqu'à iq = r, que le résultat serait 
le même si Ton prenait cette intégrale depuis iq = — 6 jusqu'à 
iq — i- — 8, parce que les valeurs de ji', et par conséquent celles 
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de y\ sont les mêmes depuis zq = — w jusqu'à zq = — que depuis 
2q == ts jusqu'à iq - 27c — 0; en supposant donc 2q -+- = ^', ce qui 
donne 

fx'= {x cos 2 p — sin*p cosfl', 

on aura 

les intégrales étant prises depuis p = o jusqu'à /> -1= rc, et depuis q'= o 
jusqu'à y = arc. 

Maintenant, si- l'on désigne par a 2 N l'intégrale de toutes les forces 
étrangères à l'attraction du sphéroïde et multipliées par les éléments 
de leurs directions, on aura par le n° 24, dans le cas de l'équilibre, 

const. -V + a 5 N, 

% 
■ 

et en substituant au lieu de Y sa valeur, on aura 

const. — %ccny — otffy'dpdq' sinp — N, 

équation qui n'est évidemment que l'équation de l'équilibre du n 6 24, 
présentée sous une autre forme. Cette équation étant linéaire, il 
en résulte que,* si un nombre quelconque i de rayons a(n-oy) t 

a(i -h %ç) 9 : . . y satisfont, le rayon a\ i -+- ? ( ,y H- p -h . . .) y satisfera 

pareillement. 

Supposons que les forces étrangères se réduisent à la force centrifuge 
due au mouvement de rotation du sphéroïde, et nommons g cette 
force, à la distance i de l'axe de rotation; nous aurons, par le n° 23, 
N = j£r(i— '!**); l'équation de l'équilibre sera par conséquent 

const. - $<xxy-- affy'dpdq' sinp — $g(i — p*). 

En la différentiant trois fois de suite relativement à p, et en observant 
que *-p- = cos a />, en vertu de l'équation 

fj.'z=: fj. cos 2 p — sin 2 p cosq\ 

on aura o 



= ** W ~ J J dp dq ' Slnp C0S * P d^ ; 
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or on a ffdp dq' sin/> cos*/> == — ; on pourra donc mettre l'équation pré- 
cédente sous cette forme 

o =ffdp dq> sin/> cos V (| - ^) • 

Cette équation doit avoir lieu quel que soit p.; or il est clair que, parmi 
toutes les valeurs comprises depuis p. = — i jusqu'à ja = i , il en existe 
une, que nous désignerons par h, et qui est telle que, abstraction faite 

du signe, aucune des valeurs àe % ~ ne surpassera celle qui est rela- 
tive à A; en désignant donc par H cette dernière valeur, on aura 

o =Jjdpdq' sin^cosv(jH - ^ j . 

La quantité |H — -r-yj est évidemment du même signe que H, et le fac- 
teur sin/?cos'/> est constamment positif dans toute l'étendue de l'inté- 
grale; les éléments de cette intégrale sont donc tous du même signe 
que H; d'où il suit que l'intégrale entière ne peut étfe nulle, à moins 
que H ne le soit lui-même, ce qui exige que l'on ait généralement 

o = -p~> d'où l'on tire, en intégrant, 

/, m, n étant des constantes arbitraires. 

Si l'on fixe l'origine des rayons au milieu de l'axe de révolution, et 
que l'on prenne pour a* la moitié de cet axe, y sera nul lorsque fi = i 
et lorsque |* = — i , ce qui donne m = o et n = — l; la valeur de y de- 
vient ainsi / i— p 2 ); en la substituant dans l'équation de l'équilibre 

const. = iany — affy'dpdq' sïnp — £ff(i— p»), 

on trouvera <x/= ^£ = f a*>, a<p étant le rapport de la force centrifuge 
à la pesanteur à l'équateur, rapport qui est à très-peu près égal à T ^\ 



t 
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le rayon du sphéroïde sera donc 



,[.+ «-!(,-,,.,]. 



d'où il suit que ce sphéroïde est un ellipsoïde de révolution, ce qui est 
conforme à ce qui précède. 

Nous voilà ainsi parvenus à déterminer directement» et indépendam- 
ment des suites, la figure d'un sphéroïde homogène de révolution qui 
tourne sur son axe, et à faire voir qu'elle ne peut être que celle d'un 
ellipsoïde, qui se réduit à une sphère lorsque 9 = 0, en sorte que la 
sphère est la seule figure de révolution qui satisfasse à l'équilibre d'une 
masse fluide homogène immobile. 

De là on peut généralement conclure que, si la masse fluide est sol- 
licitée par des forces quelconques très-petites, il n'y a qu'une seule 
figure possible d'équilibre, ou, ce qui revient au même, il n'y a qu'un 
seul rayon a(i + %y) qui puisse satisfaire à l'équation de l'équilibre 

• const. = \onzy — *ffy'dp dq' sïvip — N, 

y étant une fonction de et de la longitude o, et y 1 étant ce que de- 
vient ^ lorsque l'on y change et u en 0' et.n'. Supposons, en effet, 
qu'il y ait deux rayons différents a(i-\-%y) et a(i-f- oy-ha?), qui 
satisfassent à cette équation ; on aura 

const. =r£a7r(/-+- v) — «//(/'-+- v') dpdq' sinp — N. 

En retranchant l'équation précédente de celle-ci, on aura 

const. = $nv —ffv'dpdq' sinp. 

Cette équation est visiblement celle d'un sphéroïde homogène en équi- 
libre, dont le rayon est a(i-hap), et qui n'est sollicité par aucune 
force étrangère à l'attraction de ses molécules. L'angle © disparaissant 
de lui-même dans cette équation, le rayon a(i + ae) y satisferait en- 
core, en y changeant u successivement dans u + rfu, o-f ado,...; 
d'où il suit que, si l'on nomme ?,, t> 2 ,... ce gue devient 9 en vertu de 

GRuvret de L. — II. Il 
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ces changements, le rayon 

aji + av dm -t- olv\ dm ■+- a v* dm -h ... ! 

i 

ou a(i-hxfvdn) satisfera à l'équation précédente. Si l'on prend l'in- 
tégrale fvdxs depuis u = o jusqu'à xs= 2^ le rayon afi-ha/p^fo) de- 
vient celui d'un sphéroïde de révolution, qui, par ce qui précède, ne 
peut être qu'une sphère ; voyons la condition qui en résulte pour v. 
Supposons que a soit la plus courte distance du centre de gravité du 
sphéroïde,, dont le rayon est a(i-hae), à la surface, et fixons le pôle 
ou l'origine de l'angle à l'extrémité de a; psera nul au pôle, et po- 
sitif partout ailleurs; il en sera de même de l'intégrale fvefa. Main- 
tenant, puisque le centre de gravité du sphéroïde dont le rayon est 
a(i-hxv) est au centre de la sphère dont le rayon est a, ce point 
sera pareillement le centre de gravité du sphéroïde dont le rayon est 
fl(i+x/rife); les différents rayons menés de ce centre à la surface 
de ce dernier sphéroïde sont donc inégaux entre eux, si v n'est pas 
nul; il ne peut donc être une sphère que dans le cas de p = o; ainsi 
nous sommes assurés qu'un sphéroïde homogène, sollicité par des 
forces quelconques très-petites, ne peut être en équilibre que d'une 
seule manière. 

27. Nous avons supposé que N est indépendant de la figure du 
sphéroïde ; c'est ce qui a lieu à très-peu près, lorsque les forces étran- 
gères à l'action des molécules fluides sont dues à la force centrifuge de 
son mouvement de rotation et à l'attraction des corps extérieurs au 
sphéroïde. Mais, si l'on conçoit au centre du sphéroïde une force finie 
. dépendante de la distance, son action sur les molécules placées à la 
surface du fluide dépendra de la nature de cette surface, et par consé- 
quent N dépendra de y. Ce cas est celui d'une masse fluide homogène 
qui recouvre une sphère d'une densité différente de celle du fluide; 
car on peut considérer cette sphère comme étant de même densité que 
le fluide, et placer à son centre une force réciproque au carré des dis- 
tances, de manière que, y l'on nomme c le rayon de la sphère et p sa 
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densité, celle du fluide étant prise pour unité, cette force * à la dis- 
tance r, sera égale à \r. c .]""' - En la multipliant par l'élément — dr 

de sa direction, l'intégrale du produit sera £r — ^ } -, quantité qu'il 

faut ajouter à a 2 N; et, comme à la surface on a r = a(n-«y), il 
faudra, dans l'équation de l'équilibre du numéro précédent, ajouter 

à N, jt: tp ~" 3 1)c (i — ay). Cette équation deviendra 

const. = i|£|\ -h (p - i) £jjy - ocffr'dpdq' sinp - N. 

Si l'on désigne par «(i-j-oy-t-a?) une nouvelle expression du rayon 
du sphéroïde en équilibre, on aura pour déterminer v l'équation 

const. = |r n-(p — j, y—ffv'dpdq'sïiip, 

m 

équation qui est celle de l'équilibre du sphéroïde, en le supposant 
immobile et en faisant abstraction de toute force extérieure. 

Si le sphéroïde est de révolution, v sera uniquement fonction de 
cosB ou de jt; or on peut, dans ce cas, le déterminer par l'analyse du 
numéro précédent; car, si Ton différentie cette équation i-m fois de 
suite relativement à [x, on aura 

mais on a 

S S dp dq' sinp cos 9H "*/> — ^j^-j i 

l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme 

o=J Jdpdq smpcos^pl-^-^^^^,)^^^^^ 

On peut prendre i tel que, abstraction faite du signe, on ait 

il. 
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en supposant donc que i soit le plus petit nombre entier positif qui 
rende cette quantité plus grande que l'unité, on s'assurera» comme 
dans le numéro précédant, que cette équation ne peut être satisfaite, 

à moins que l'on ne suppose j-p^ = o, ce qui donne 

En substituant, dans l'équation précédente de l'équilibre, au lieu de ç 
cette valeur, et au lieu de ?', 

[i' étant, par le numéro précédent, égal à' fxcos*/* — sin'/^cosç', on 

trouvera d'abord 

. c* 3 

■ h- ip — i) -r = -r 



ai -+- i 



ce qui suppose p égal ou moindre que l'unité; ainsi, toutes les fois 
que a, c et p ne seront pas tels que cette équation soit satisfaite, i étant 
un nombre entier positif, le fluide ne pourra être en équilibre que 
d'une seule manière. On aura ensuite 

• • • * 

A — O, D — — » • • • •• 

2^21 — I» 

en sorte que 

'v' — 1 • . III — I I — 2 1 — 3) . , 

2^21 — 1*' 2.4. v a « — I' -' — 3- " 

Il y a donc généralement deux figures d équilibre, puisque %v est sus- 
ceptible de deux valeurs, dont Tune est donnée par la supposition de 
v = o, et dont l'autre est donnée par la supposition de p égal à la fonc- 
tion précédente de u. 

Si le sphéroïde est sans mouvement de rotation, et n'est sollicité par 
aucuue force étrangère à l'action de ses molécules, la première de ces 
deux figures est une sphère, et la seconde a pour méridien une courbe 
de Tordre 1. Ces deux courbes se confondent dans le cas de t = 1 • parce 
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que le rayon a(i + <xpi) est celui d'une sphère dans laquelle l'origine 
des rayons est à la distance a de son centre; mais alors il est aisé de 
voir que p = i , c'est-à-dire que le sphéroïde est homogène, ce qui est 
'conforme au résultat du numéro précédent. 

28. Lorsqu'on a les figures de révolution qui satisfont à l'équilibre, 

il est facile d'en conclure celles qui ne sont pas de révolution, par la 

méthode suivante. Au lieu de fixer l'origine de l'angle à l'extrémité 

de l'axe de révolution, supposons qu'elle soit à une distance y de cette 

extrémité, et nommons 6' la distance à cette même extrémité du point 

de la surface dont est la distance à la nouvelle origine de l'angle 9. 

Nommons de -plus u — 6 l'angle compris entre les deux arcs et y; 

nous aurons 

cos0' = cosy cos0 -h siny sui cos (m — 6) ; 

en désignant donc par r(cosO') la fonction 

cos'fl'- -^/-.-^ cos'- 2 0'-h. 

2(21 — I ) 

le rayon du sphéroïde immobile, en équilibre, que nous venons de voir 
être égal à a[i-f-ar(cos9')], sera 

a -h ««r[cosy cos0 -h siny sin0 cos (gj — S)], 

et, quoiqu'il soit fonction de l'angle, u, il appartient à un solide de 
révolution, dans lequel l'origine de l'angle n'est point à l'extrémité 
de l'axe de révolution. 

Puisque ce rayon satisfait à l'équation de l'équilibre, quels que soient 
a, 6 et y, il y satisfera encore en changeant ces quantités en a\ ê' et y'; 
a" f 6" et y", etc.; d'où il suit que, cette équation étant linéaire, le rayon 

a-haar[cosy cos0 -f-siny sin0cos(nj — 6)] 
-4-a'ar[cosy'cos0-+- siny / sin0cos(cj — 6'J] 



y satisfera pareillement. Le sphéroïde auquel ce rayon appartient n'est 



k 
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plus de révolution; il est formé d'une sphère du rayon a et d'un nombre 
quelconque de couches semblables à l'excès du sphéroïde de révolution, 
dont le rayon est a -h aar(a), sur la sphère dont le rayon est a, ces 
couches étant posées arbitrairement les unes au-dessus des autres. 
# Si Ton compare l'expression de r(cosO') à celle de P (0 du n° 23, on 
verra que ces deux fonctions sont semblables, et qu'elles ne diffèrent 
que par les quantités y et 6, qui dans P ° sont ? et <(<, et par un facteur 
indépendant de (i. et de u; on a donc 

o— " 1 hll-f-i T COS0' . 

OU I — /tX a \ / \ / 

Il est facile d'en conclure que, si Ton représente par <xY {0 la fonction 

i 

a T[cosy cosS-v siny sinflcos.w — 6)] 
-h aT[cosy'cos0 -+- sin/sin9 cos v 'a — ê'}] 



Y" sera une fonction rationnelle et entière de p, yi — ** cosu, 
\ i — a 1 sina, qui satisfera à l'équation aux différences partielles 






ô 



du à*;* . . ,.., . % 

1 3 * 



^ 



a« 



en choisissant donc pour Y n la fonction la plus générale de cette na- 
ture, la fonction a(i-.-xY' IJ ) sera l'expression la plus générale du 
rayon du sphéroïde immobile en équilibre. 

On peut parvenir au même résultat au moyen de l'expression de Y 
en séries du n° 11; car l'équation de l'équilibre étant, par le numéro 

précédent, 

const. = V-!~a*N. 

si Ton suppose que toutes les forces étrangères à Faction réciproque 
des molécules fluides se réduisent à une seule force attractive égale 



•• 
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à i^IPZLlz — , placée au centre du sphéroïde, en multipliant cette 
force par l'élément — * dr de sa direction et en l'intégrant, ensuite, 



on aura 



i7r (JL=j)£! =aïN , 



et comme, à la surface, r=a(i4-oy), l'équation précédente de l'é- 
quilibre deviendra 



c 3 

COnSt. :=V-+-£a7T — (i-p)jr. 



En substituant dans cette équation, au lieu de V, sa valeur donnée 
par la formule (3) du n° 11, dans laquelle on mettra pour r sa valeur 
a(i-f- oy), et en substituant pour y sa valeur 



on aura 



la constante a étant supposée telle que const. = jwa a . Cette équation 
donne Y (0) = o, Y (l) = o, Y (2) = o, . . . , à moins que le coefficient de 
l'une de ces quantités, de Y (0 par exemple, ne soit nul, ce qui donne 

. . C 3 21 — 2 • 



a 3 21-f-i 



i étant un nombre entier positif, et, dans ce cas, toutes ces quantités 
sont nulles, excepté Y (/) ; on aura donc alors y = Y (|; , ce qui est con- 
forme à ce que nous venons de trouver. 

On voit ainsi que les résultats obtenus par la réduction de Y en série 
ont toute la généralité possible, et qu'il n'est point à craindre que 
quelque figure d'équilibre échappe à l'analyse fondée sur cette réduc- 
tion, ce qui confirme ce que l'on a vu a priori, par l'analyse du n° 1 1 , 



I 
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dans lequel nous avons prouvé que la forme que nous avons donnée au 
rayon des sphéroïdes n'est point arbitraire et découle de la nature 
même de leurs attractions. 

29. Reprenons maintenant l'équation (i) du n° 23. Si l'on y sub- 
stitue pour Y sa valeur donnée par la formule (6) du n° 14, on aura, 
relativement aux différentes couches fluides, 

• 

( " • + g /prf ^ + 4sj; < ,( tf . Y ,., + ji Y (,, + ^ v « + ^Y«.) + ...) 

+ ar*(Z(°> + Z( 2 >-4-rZC*>-hr*Z<*>- i -...), 

les différentielles et les intégrales étant relatives à la* variable a : les 
deux premières intégrales du second membre de cette équation doivent 
être prises depuis a = a jusqu'à a — i, a étant la valeur de a relative 
à la couche fluide de niveau que l'on considère, et cette valeur à la sur- 
face étant prise pour unité ; les deux dernières intégrales doivent être 
prises depuis a = o jusqu'à a = a; enfin, le rayon r doit être changé 
en a(i-t- ay), après toutes les différentiations et les intégrations. Dans 
les termes multipliés par a, il suffira de changer r en a; mais, dans le 

terme |^ /p rf.a 8 , il faudra substituer a(i-f-ay) pour r, ce qui le 

change dans celui-ci |^.(i — *y)f?d.a* 9 et par conséquent dans le 
suivant 

^ il- <x\W - <x\W - x\w -- . . .)fpd.a\ 

Cela posé, si dans l'équation (i) on compare les fonctions semblables, 
on aura d'abord 



/ 



— =a7r/prf.a*-H4«r,/>d(fl»Y<<>>)-+- ^Lfpd.a* 

m 

- ^ YWJf rf.a» + 4fH/prf( a i Y «») + aa *Z"», 
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les deux premières intégrales du second, membre de cette équation 
étant prises depuis a = a jusqu'à a = 1 , les trois autres intégra]es de 

• 

ce second membre devant être prises depuis a = o jusqu'à a = a. 
Cette équation ne déterminant ni a ni Y (0 \ mais donnant seulement 
un rapport entre ces deux quantités, on voit que la valeur de Y (0) est 
arbitraire et peut être déterminée à volonté. On aura ensuite, i étant 
égal ou plus grand que l'unité, 

Xi 2j-hiJ r a'-* 3a JV (21 -m) n 1 " 1 "' J * x ' 

la première intégrale étant prise depuis à = a jusqu'à a = i, et les 
deux autres étant prises depuis a = o jusqu'à a = a. Cette équation • 
donnera la valeur de Y (,) relative à chaque couche fluide, lorsque la 
loi des densités p sera connue. 
Pour réduite ces différentes intégrales dans les mêmes limites, soit 

2/ -m J r a'-* 21 -w 

l'intégrale étant prise depuis a = o jusqu'à a = i; Z' ( ° sera une quan- 
tité indépendante de a, et l'équation (2) deviendra 

o = (2i-f-i)a'Y(')/pc/.a 3 -+-3a2i-»-i fpd^ - 3fpd(a<'+*YW) - 3a*'+'Z'«\ 

toutes les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = a. 

On pourra faire disparaître les signes d'intégration par des différen- 

tiations relatives à a, et l'on aura l'équation différentielle du second 

. ordre 

d*YC> __ / 1(1 + 1) _ 6pa \ 6pa* âY& 

àa' 1 \ a 1 fpd.a*) Jpd.a* ôa 

* 

L'intégrale de cette équation donnera* la valeur de Y ( ° avec deux con- 
stantes arbitraires; ces constantes sont des fonctions rationnelles et . 

entières, de l'ordre 1, de (/., V 1 — [* 2 shm et y/i — [* 2 cosct, telles qu'en 
les représentant par U (/) , elles satisfont à l'équation aux différences 
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partielles 

d. i — jx* --. — 

L'une de ces fonctions se déterminera* au moyen de la fonction Z' (<} , 
qui a disparu par les differentiations, et il est visible qu'elle sera un 
multiple de cette fonction. Quant à l'autre fonction, si l'on suppose 
que le fluide recouvre un noyau solide, elle se déterminera au moyen 
de l'équation à la surface du noyau, en observant que la valeur de Y (l) 
relative à la couche fluide contiguë à cette surface est la même que 
celle de cette surface. Aintfi la figure du sphéroïde dépend et de la 
figure du noyau intérieur, et des forces qui sollicitent le fluide. 

30. Si le sphéroïde est entièrement fluide, rien ne déterminant alors 
une des constantes arbitraires, il semble qu'il doit y avoir une infinité 
de figures d'équilibre. Examinons particulièrement ce cas, d'autant 
plus intéressant qu'il paraît avoir eu lieu primitivement pour les corps 
célestes. 

Nous observerons d'abord que le$ couches du sphéroïde doivent di- 
minuer de densité, en allant du centre à la surface; car il est clair que, 
si une couche plus dense était placée au-dessus d'une couche moins 
dense, ses molécules pénétreraient dans celle-ci, de même qu'un corps 
pesant s'enfonce dans un fluide de moindre densité; le sphéroïde n? 
serait donc point en équilibre. Mais, quelle que soit sa densité au 
centre, elle ne peut être que finie; en réduisant donc l'expression de p 
dans une suite ascendante par rapport aux puissances de a, cette suite 
sera de la forme 6 — y a" — .... 6, y et n étant positifs; on aura ainsi 

a*p nya n 

et l'équation différentielle en Y (i) deviendra 
^^ = |_(«- 2 )(«+3)+ (; ^-..J_--^- ( - ; L p+ ...J__. 
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Pour intégrer cette équation, supposons que Y (0 soit développé dans 
une suite ascendante par rapport aux puissances de a, de cette forme 

• Y<'"> = a'U"'>-f-a''U'W 



. . . , 



l'équation différentielle précédente donnera 

I[s + i + 3) (i— i + a) a'~*W) + (*'+ i + 3) (*'- 1 + 2) a''-*U'«'J + . . . 
(n + 3)6 L ' x '• J 

En comparant les puissances semblables de a, on a d'abord 

(* + i + 3) (# — i + 2) = o, • 

ce qui donne 

s = i — 2, et s = — i — 3. 

A chacune de ces valeurs de s répond une série particulière» qui, étant 
multipliée par une arbitraire, sera une intégrale de l'équation diffé- # 
rentielle en Y (0 ; la somme de ces deux intégrales en sera l'intégrale 
complète. Dans le cas présent, la suite qui répond à s = — i — 3 doit 
être rejetée; car il en résulterait pour aY (i) une valeur infinie lorsque 
a serait infiniment petit, ce qui rendrait infinis les rayons des couches 
infiniment voisines du centre. Ainsi, des deux intégrales particulières 
de l'expression de Y (/) , celle qui répond à s = i— 2 doit seule être 
admise. Cette expression ne renferme plus alors qu'une arbitraire, qui 
sera déterminée par la fonction Z (/) . 

Z {|; étant nul par le n° 23, Y (l) est pareillement nul, en sorte que le 
centre de gravité de chaque couche est au centre de gravité du sphé- 
roïde entier. En effet, l'équation différentielle en Y ( ° du numéro pré- 
cédent^ donne 



d*Y(«> 



/* 6pa \ 6pa» dY<'> 

\a* fpd.a*) fpd.a* da 



da* 

On satisfait à cette équation en faisant Y (,) = — > U (l) étant indé- 
pendant de a. Cette valeur de Y (f} est celle qui réfond à l'équation 

12. 
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5 = i — 2; elle est, par conséquent, la seule que l'on doive admettre. 
En la substituant dans l'équation (2) du numéro précédent, et en y 
supposant Z (,) = o, la fonction U (l) disparait, et par conséquent reste 
arbitraire; mais la condition que l'origine du rayon r est au centre de 
gravité du sphéroïde terrestre la rend nulle; car on verra, dans le nu- 
méro suivant, qu'alors Y (l) est nul à la surface de tout sphéroïde recou- 
vert d'une couche de fluide en équilibre; on aura donc, dans le cas 
présent, U (l) = o; ainsi Y (,, # est nul relativement à toutes les couches 
fluides qui forment le sphéroïde. 

Considérons maintenant l'équation générale 

| YC« = a» UC' > -h a»' U' <« + ...; 

's étant, comme on vient de le voir, égal à 1 — 2, s est nul ou positif, 
lorsque * est égal ou plus grand que 2; de plus, les fonctions U' ( °, 
U" (0 ,... sont données en U (/; par l'équation (e) de ce numéro, en sorte 
que l'on a 

à étant une fonction de a, et U (,) en étant indépendant. Si l'on substi- 
tue cette valeur de Y ( ° dans l'équation différentielle en Y ( °, on aura 

d*h V.. 6pa* "] h 6pa a dh 



da* 



— [(' 6pa* "1 h 6pa a dh 

~L ( '~ hl) fpd.a*]a* fpd.a' da 



Le produit 1(1 -h 1) est plus grand que r ^ a 3 ? lorsque 1 est égal ou 

plus grand que 2; car la fraction ?* s est moindre que l'unité; en 

effet, son dénominateur /p rf.a 8 est égal à pa 3 — /a'rfp, et la quantité 

— /a a rfp # est positive, puisque p diminue du centre à la surface. 

dh 
11 suit de là que h et -r- sont constamment positifs, du centre à 

la surface. Pour le faire voir, supposons que ces deux quantités soient 
positives en partant du centre; dh doit alors devenir négatif avant A, 
et il est clair qu'il doit, pour cela, passer par zéro; mais dès l'instant 
où il est nul, d 2 n devient positif, en vertu de l'équation précédente, 
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et par conséquent dh commence à croître; il ne peut donc jamais de- 
venir négatif, d'où il suit que h et dh conservent constamment le même 
signe, du centre à la surface. Maintenant, ces deux quantités sont 
positives en partant du centre; car on'a, en vertu de l'équation (c\ 
s — 2 = 5 -h n — a, ce qui donne s'= i -h n — a; on a ensuite 



j'-f-i 



d'où l'on tire 



o\ . • *•„•* 6it(*4- Tvl!^ 



p .,„ = 6(i-.)yLV) • , 

(in- 3) (ai -hin-i)6' 



on aura donc 



h = a'- 2 ■+- 



dh 
da 



= (i_ a ) a ^.. i - 



6(i — Qytf^ 
(in- 3) ("ai H-» -hi) 6 

6'/— i) j/-fn-2)ya' + «- s 



(n -f- 3) (21 -4-m-i)6 



y» 6 et n étant positifs, on voit qu'au centre h et rfA sont positifs, lors- 
que i est égal 0(i plus grand que 2 ; ils sont donc constamment positifs, • 
du centre à la surface. 

Relativement à la Terre, à la Lune, à Jupiter, etc., Z {i) est nul ou 
insensible, lorsque i est égal ou plus grand que 3; l'équation (a) du 
numéro précédent devient alors 



p= [3a*+* fpd-jzi — (*i-hi)afhfpd.a* -F 3fpd(â'+*h) 



VM\ 



la première intégrale étant prise depuis a = a jusqu'à a = 1 , et les 
deux autres étant prises depuis a = o jusqu'à a = a. A la surface, 011 
a = 1 , cette équation devient 

o = [- (21 -4-1) h'fpd.a* 4- 3fpd(at+*h)] l)<'\ 

équation que l'on peut mettre sous cette forme 

o = [— (21 — 2) pA -h (21-4-1) h fa 9 dp — 3fa?+* hdp] VU*. • 

dp est négatif du centre à la surface, et A croît dans le môme inter- 
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valle; la fonction (21 -4-1) h fa* dp — 3fa l+i ha"p est donc négative dans 
le même intervalle; ainsi, dans l'équation précédente, le coefficient 
de U (0 est négatif, et ne peut être nul à la surface; U (l) doit donc être 
nul, ce qui donne Y (0 = o; l'expression du rayon du sphéroïde se 
réduit ainsi à a -h aa(Y (0) -+- Y (2) ), c'est-à-dire que la surface de chaque 
couche de niveau du sphéroïde est elliptique, et par conséquent sa sur- 
face extérieure est elliptique. 

Z (a) , par rapport à la Terre, est, par le n° 23, égal à — -£ (p* — j); 

l'équation (2) du numéro précédent donne ainsi 

o = [iiraVprfÀ - $T:a*hfpd.a' -t-i«fpd{a*k)]V<*> - ^ a s (f*« -*). 

A la surface, la première intégrale J?dA est nulle; on aura donc à cette 
surface, où a = i , 

u<*» = 



i7rA/prf.a'-i7r/pd(a s A) 



Soit a<p le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur; 
l'expression de la pesanteur étant, aux quantités près de Tordre a, 
égale àjw/prf.a 3 , on aura g = j-a^/prf.a 3 ; partant 

p(a) _. -T(." a -*) . 
2A ->. f 9 d(a*hy 

5 fpa 2 da 

en comprenant donc dans la constante arbitraire a, que nous avons 
prise pour l'unité , la fonction 

a A 9 



Y(o) 



3A 3 /p<f(«»A) 
5 fpa*da 



le rayon du sphéroïde terrestre à la surface sera 



a A 9(1 — a*) 
5J'pa*da 
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Ce rayon est celui d'un ellipsoïde de révolution, dont le demi-petit axe 
est l'unité, et dont le demi-grand axe est 



i -4- 



7k *fpd{a*h) 
5fpa' 2 da 



La figure de la Terre supposée fluide ne peut donc être que celle d'un 
ellipsoïde de révolution, dont toutes les couches de même densité sont 
elliptiques et de révolution, et dans lequel les ellipticités croissent et 
les densités diminuent du centre à la surface. Le rapport des ellipti- 
cités aux densités est donné par l'équation différentielle du second 
ordre 

d*h __ 6A / _ pa 3 \ _ ?.pa 2 dh 
da* ~ a* V 3J'pa' i da) fpa 2 da dû' 

Cette équation n'est intégrable par les méthodes connues que dans 
quelques suppositions particulières sur les densités p; mais, si la loi 
des ellipticités était donnée, on aurait facilement celle des densités 
correspondantes. On a vu que l'expression de A, donnée par l'intégrale 
de cette équation, ne renferme, dans la question présente, qu'une ar- 
bitraire qui disparaît de la valeur précédente du rayon du sphéroïde; 
il n'y a donc qu'une seule figure d'équilibre très-peu différente de la 
sphère qui soit possible, et il est facile de s'assurer que les limites de 

l'aplatissement de cette figure sont — et j a<p, dont la première répond 

au cas où toute la masse du sphéroïde serait réunie au centre, et dont 
la seconde répond au cas où cette masse serait homogène. 

Les directions de la pesanteur, depuis un point quelconque de la 
surface jusqu'au centre, ne forment point une ligne droite, mais une 
courbe dont les éléments sont perpendiculaires aux couches de niveau 
qu'elle traverse : cette courbe est la trajectoire à angles droits de 
toutes les ellipses qui par leur révolution forment ces couches. Pour 
déterminer sa nature, prenons pour axe le rayon mené du centre au 
point de la surface, étant l'angle que ce rayon forme avec l'axe de 
révolution. On vient de voir que l'expression générale du rayon d'une 
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couche quelconque du sphéroïde est a -hxk.ah(i — j**), k étant indé- 

pendant de à; de là il est facile de conclure que, si l'on nomme ay' 

l'ordonnée abaissée d'un point quelconque de la courbe sur son axe, 

on aura - 

, . / rhda\ 

c étant la valeur entière de l'intégrale / — -» prise depuis le centre 
jusqu'à la surface. 

31. Considérons présentement le cas général dans lequel le sphé- 
roïde, toujours fluide à sa surface, peut renfermer un noyau solide 
d'une figure quelconque peu différente de la sphère. Le rayon mené du 
centre de gravité du sphéroïde à sa surface et la loi de la pesanteur à 
cette surface ont quelques propriétés générales, qu'il est d'autant plus 
essentiel de considérer, que ces propriétés sont indépendantes de toute 
hypothèse. 

La première de ces propriétés est que, dans l'état d'équilibre, la 
partie fluide du sphéroïde doit toujours se disposer de manière que la 
fonction Y (l) disparaisse de l'expression du rayon mené du centre de 

m 

gravité du. sphéroïde entier à sa surface, en sorte que le centre de gra- 
vité de cette surface coïncide avec celui du sphéroïde. 

Pour le faire voir, nous observerons que, R étant supposé représenter 
le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à l'une quelconque 
de ses molécules, l'expression de cette molécule sera p R* rfR dp da 9 et 
Ton aura, par le n° 1£, en vertu des propriétés du centre de gravité, 

o =///?** dK dp. dm. a, 

o —fffpR* dRdpduj^i — fx 2 sincj, 

o = //JpR s e/R dp dm yj\— p* cosgj. 

Concevons l'intégrale /pR*rfR prise relativement à R, depuis. l'origine 
de R jusqu'à la surface du sphéroïde, et ensuite développée dans une 
série de la forme 
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N (>) étant, quel que soit i, assujetti à l'équation aux différences par- 
tielles 

Ôp I — p' 



o= ^r-^^ + r^+^' + ONW; 



on aura par le n° 12, lorsque i est différent de l'unité, 

o^f/mpdpdm, 

o =//N (i > dp dm v/i — /x* sincj, 
o -j=zffW> dp dm \ji — p 2 cosgj. 

Les trois équations précédentes, données par la nature du centre de 
gravité, deviendront 

o=ffH(*)(idpda f 
o=ffW*)dpdm^i — p*s\nm, 
o —ffHH) dp dm sji—p 41 cosgj. 

N (l) est de la forme Hp -hR'^i — f/. 2 sinu-+-H"\/i — f* a cosu; en sub- 
stituant cette valeur dans ces trois équations, on aura 

H = o, H'=o, H /7 =o; 

partant N (l) = o; c'est la condition nécessaire pour que l'origine de R 
soit au centre de gravité du sphéroïde. 

Voyons maintenant ce que devient N (l) relativement aux sphéroïdes 
peu différents de la sphère et recouverts d'un fluide en équilibre. On a 
dans ce cas 

R — a(i-f-ay), 

et l'intégrale /pR 3 rfR devient 

la différentielle et l'intégrale étant relatives à la variable a, dont p est 
fonction. En substituant pour y sa valeur Y (0, -f-Y (l ^-{-Y (2) -{-... , on aura 

L'équation (2) du n° 29 donne, à la surface où a = 1, et en observant 

Œuvres de L, — II. 1 3 
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que Z (,) est nul, 

fpd[a*Y<*>)=Y<*>ff>d.a* 9 

la valeur de Y (l) dans le second membre de cette équation étant relative 
à la surface; ainsi, N (l) étant nul lorsque l'origine de R est au centre 
de gravité du sphéroïde, on a pareillement Y (,) = o. 

32. L'état permanent de l'équilibre des corps célestes nous fait con- 
naître encore quelques propriétés de leurs rayons. Si les planètes ne 
tournaient pas exactement, ou du moins à très-peu près, autour d'un 
de leurs trois axes principaux de rotation, il en résulterait, dans la 
position de leurs axes de rotation, des changements qui seraient sen- 
sibles, surtout pour la Terre; et comme les observations les plus pré- 
cises n'en font apercevoir aucun, nous devons en conclure que depuis 
longtemps toutes les parties des corps célestes, et principalement les 
parties fluides de leurs surfaces, se sont disposées de manière à rendre 
stables leur état d'équilibre, et par conséquent leurs axes de rotation. 
Il est, en effet, très-naturel de penser qu'après un grand nombre d'os- 
cillations elles ont dû se fixer à cet état, en vertu des résistances qu'elles 
éprouvent. Voyons maintenant les conditions qui en résultent dans 
l'expression des rayons des corps célestes. 

Si l'on nomme x, y, z les coordonnées rectangles d'une molécule rfM 
du sphéroïde, rapportées aux trois axes principaux, l'axe des x étant 
l'axe de rotation du sphéroïde, on aura, par les propriétés de ces axes, 
démontrées dans le premier Livre, 

o = fxjr rfM, o = fxz rfM, o -- fyz rfM, 

les intégrales devant s'étendre à la masse entière du sphéroïde. R étant 
le rayon mené de l'origine des coordonnées à la molécule rfM , étant 
l'angle formé par R et par l'axe de rotation, et u étant l'angle que le 
plan formé par cet axe et par R fait avec le plan formé par cet axe et 
par celui des deux axes principaux qui est l'axe des y, on aura 



a? = Rfx, jr=R^i — p'costsj, z — R^i — p'sincj, 

rfM — pR* rfR rfjtx rfsi. 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE III. 99 

Les trois équations données par la nature des axes principaux de rota- 
tion deviendront ainsi 

o --fffpR* rfR dudxs.u fi^- u 2 cosgj, 

o — fffpR* rfR du dm* u fî— u 2 sincj, 
o = fffpR* rfR du <fa(i — u 2 ) sin2w. 

Concevons l'intégrale /pRVR prise par rapport à R depuis R = o 
jusqu'à la valeur de R à la surface du sphéroïde, et développée dans 
une suite de la forme U (0) -h U (,) + U (2) 4- U (3 > H- . . . , U (/) étant, quel que 
soit i, assujetti à l'équation aux différences partielles 

v r ' du ôxs 2 ., . . WT/ ., 

O--: A '-■ -:- - --rlJ-flU('). 

OU I — u 2 x ' 

On aura, par le théorème du n° 12, lorsque * est différent de 2, 

et en observant que les fonctions p-V 1 "— f* f coso t nV 1 — p-'sino et 
(1 — |jL*)sin2o sont comprises dans la forme U (S) , 

O --"//U^rffxrfcj.fX fl — U 2 COSGJ, 

o —fflJWdu dw.u v^i — fx 2 sincj, 
o =-yyu<0 dudxs{\— u 2 ) sin 2 cj. 

Les trois équations relatives à la nature des axes de rotation devien- 
dront ainsi 

o —ffX$Wdudw.usf\ — u 2 cosej, 

o = ff\J( 2 ) du dxs . u s/Y— ^x 2 sin w, 
o —ffl}Wdudis{i—u 2 ) sinacj. 

Ces équations ne dépendent donc que de la valeur de U (2) ; cette valeur 
est de la forme 

B(jx*— {) +E'u)/ir^^ s\nm + R"u)/7^^ cosm + R"(i-- p*)sin2Vn-H"(i--u*jcos2ro; 
en la substituant dans les trois équations précédentes, on aura 

H'^ o, H"= o, H w ^ o. 

i3. 
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C'est à ces trois conditions que se réduisent les conditions nécessaires 
pour que les trois axes des x, des y et des z soient de véritables axes 
de rotation, et alors U (a) sera de la forme 

H (f* 2 — i) + H ,T ( l — f* 2 ) cosacj. 

Lorsque le sphéroïde est un solide peu différent de la sphère, recouvert 
d'un fluide en équilibre, on a R == a{\ 4- ay), et par conséquent 

Si l'on substitue poury sa valeur Y (0) -+- Y (l) -h Y (2) -+-..., on aura 

U(»> = «/prf(a»Y( a >). 
L'équation (2) du n° 29 donne, à la surface du sphéroïde, 

Y (2) et Z (2) , dans le second membre de cette équation, étant relatifs à la 
surface ; on a donc 

4-7T 

La valeur de Z (2) est de la forme 

-((j. 2 — i)-*-g , W 1 -~ f* a sin©-4-grV^ï — f* a coscj4-g-*(i — fA a )sin2cj-i-g rf *(i — |x 2 )cosacj, 
et celle de Y (2) est de la forme 



— A(/* 2 -- ï)-T-A',tt^i — ^sinnj-hA^^i—^coscj-hA^i — p*)sinais> + A s *(i — fx a )cos2ro. 
En substituant dans l'équation précédente ces valeurs, et 

H(jK 2 -!)-+- H ,T (l - M 2 ) C0S2GJ 

au lieu de U (2) , on aura 

rr' «■" a* 
fc . 6 À" — o A*» g t 

{[Ttfpaïda t{Tzfpa l da ' '^nj'pa 2 da' 
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Telles sont les conditions qui résultent de la supposition que le sphé- 
roïde tourne autour d'un de ses axes principaux de rotation. Cette sup- 
position détermine les constantes A', A", h m au moyen des valeurs de 

8 > 8"> &"* ma * s e ^ e ' a i sse indéterminées les quantités h et A lv , ainsi 

que les fonctions Y (3) , Y (4 \ 

Si les forces étrangères à l'attraction des molécules du sphéroïde se 
réduisent à la force centrifuge due à son mouvement de rotation, on 
aura g'=o 9 g"=o, g"=o; partant h'= o, h"= o, h*=o, et l'ex- 
pression de Y (a) sera de la forme 

— fl((JL* — £) -h A ,T (l -- fX a ) C0S2GJ. 

33. Considérons l'expression de la pesanteur à la surface du sphé- 
roïde. Nommons/? cette force; il est aisé de voir,. par le n° 25, que Ton 
aura sa valeur en différentiant le second membre de l'équation (i) du 
n° 29 par rapport à r, et en divisant sa différentielle par — dr, ce qui 
donne, à la surface, 

- ar(2Z«» -h aZ<» -+- 3rZ(») -+-4r»Z<*> +. . •)» 

ces intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = i. Le rayon r à 
la surface est égal à i -+- oy, ou égal à 

i-h«(Y(«> -h Y<0-r-Y<« + ...); 
on aura ainsi 

p^&fpd.a*- ?|^(Yco)-i-Y(0-4-Y^)-i-...)/prf.« 3 

H- 4a* fpd(a*Y«» -f- ^ Y«> -h -g- I< 2 > -h $— Y(»> -h . . .\ 
- «(aZC«) h- aZ<»> h- 3Z(*> -h 4Z<«> -+-...)• 

On peut faire disparaître les intégrales de cette expression au moyen 
de l'équation (2) du n° 29, qui devient, à la surface, 

4* 



7.1 + 1 



fp d[ai+* Y('>) = ^ttYC'Vp rf.a» - Z<» ; 
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en supposant donc 

P = frf p d.a* - ^ Y(°>-h4a7r/prf(a»Y<°>) - 2aZ«», 

on aura 

p = P H- aP[YC2) 4. 2Y (3) -+- 3 Y<«> -f- . . . -4- (i -i) Y<« 4- . . .] 
- a[5ZW _+_ 7Z (t) _,. gZ (4) _i_ . . . 4. ( al - _i_ ,) z(') +...]. 

C'est par l'observation des longueurs du pendule à secondes que l'on a 
reconnu la variation de la pesanteur à la surface de la Terre. On a vu, 
dans le premier Livre, que ces longueurs sont proportionnelles à la 
pesanteur; soient donc / et L les longueurs du pendule correspondantes 
aux pesanteurs/? et P; l'équation précédente donnera 

/==L-h«L[YW-i-aY(»)-f-3Y«)-H...4-(i-.|)Y(«-+-...] 

_^[5Z(«)-f- 7 Z(»-t- 9 Z(*)H-...^(2/-^i)ZC')-h...]. 

Relativement à la Terre, <xZ (2) se réduit, par le n° 23, à — £ (u* — j) 

ou, ce qui revient au même, à — — P(pi a — j), a<p étant le rapport de 

la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur; de plus, Z (8 \ Z (4 \... 
sont nuls; on a donc 

/— L + «L[Y(»>H-aYW^3Y(«)4-...-*-(i-i)Y('>-*-...] + l«?I-((ui»-i). 

Le rayon osculateur du méridien d'un sphéroïde qui a pour rayon 

1 4- a y est 

o.txr ^ ' ou. 

1 -h a — r-^- ■+- ol i c - ; 

a/ut dfx 

en désignant donc par c la grandeur du degré d'un cercle dont le rayon 
est ce que nous avons pris pour l'unité, l'expression du degré du méri- 
dien du sphéroïde sera 

a.(i-^)^ 

o.txr v ^ ' ou. 

c \ i-h a -3 e - -f- a 3 ~ 

ou, ou. 
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y est égal à Y< f) -f-Y (l) H-Y (,) -+- . ..; on peut faire disparaître Y< 0) en 
le comprenant dans la constante arbitraire que nous avons prise pour 
l'unité, et Y (l) en fixant l'origine du rayon au centre de gravité du 
sphéroïde entier. Ce rayon devient ainsi 

Si l'on observe ensuite que 

dY(') d a YC') 



d.(i-fi«) 



*£-- = - i(i+i)YC> 



ÔT3* 



dfx -v -/ i— pi» 

l'expression du degré du méridien deviendra 

c - ac[5Y<*> + nY(«+.. . -4- (i» -i- 1 - i) Y<« -h. . .] 

d»Y<» d*Y< J ) 

Si l'on compare ces expressions du rayon terrestre, de la longueur 
du pendule et de la grandeur du degré du méridien, on voit que le 
terme «Y (/) de l'expression du rayon est multiplié par i — i dans l'ex- 
pression de la longueur du pendule, et par i 2 «+- 1 — i dans celle du 
degré; d'où il suit que, pour peu que * — i soit considérable, ce terme 
sera plus sensible dans les observations de la longueur du pendule que 
dans celle de la parallaxe horizontale de la Lune, qui est proportion- 
nelle au rayon terrestre; il sera plus sensible encore dans les mesures 
des degrés que dans les longueurs du pendule. La raison en est que les 
termes de l'expression du rayon terrestre subissent deux différentia- 
tions dans l'expression du degré du méridien, et chaque différentiation 
multiplie ces termes par l'exposant correspondant de p, et les rend 
ainsi plus considérables. Dans l'expression de la variation de deux de- 
grés consécutifs du méridien, les termes du rayon terrestre subissent 
trois différentiations consécutives; ceux qui écartent la figure de la 
Terre de celle d'un ellipsoïde peuvent devenir par là très-sensibles, et 
l'ellipticité conclue de cette variation peut être fort différente de celle 
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que donnent les longueurs observées du pendule. Ces trois expressions 
ont l'avantage d'être indépendantes de la constitution intérieure de la 
Terre, c'est-à-dire de la figure et de la densité de ses couches; en sorte 
que, si l'on parvient à déterminer les fonctions Y (a \ Y (,) , . . . par les 
mesures des degrés des méridiens et des parallaxes, on aura sur-le- 
champ la longueur du pendule; on pourra donc ainsi vérifier si la loi 
de la pesanteur universelle s'accorde avec la figure de la Terre et avec 
les variations observées de la pesanteur à sa surface. Ces relations re- 
marquables entre les expressions des degrés du méridien et des lon- 
gueurs du pendule peuvent servir encore à vérifier les hypothèses 
propres à représenter les mesures des degrés des méridiens; c'est ce 
qui va devenir sensible par l'application que nous allons en faire à 
l'hypothèse proposée par Bouguer pour représenter les degrés mesurés 
au nord, en France et à l'équateur. 

Supposons que l'expression du rayon terrestre soit i -t- «Y (2) ■+- <xY (4) , 
et que l'on ait 

TfW = -A(fi»-i), YCO^-B^-V -+-&); 

il est aisé de voir que ces fonctions de jj. satisfont aux équations à dif- 
férences partielles auxquelles Y (2) et Y (4) doivent satisfaire. La variation 
des degrés du méridien sera, par ce qui précède, 

ac(3A - ^B) n* -+- i5acB[x*. 

Bouguer suppose cette variation proportionnelle à la quatrième puis- 
sance du sinus de la latitude, ou, ce qui revient à peu près au même, 
à pi 4 ; en faisant donc disparaître de la fonction précédente le terme 
multiplié par p. 3 , on aura 

ainsi, dans ce cas, le rayon mené du centre de gravité de la Terre a sa 
surface sera, en prenant pour unité celui de l'équateur, 

7 «A , , n 
»--*3j-(4/**-i-f**). 
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L'expression de la longueur / du pendule deviendra, en désignant par L 
sa valeur à l'équateur, 

L-hfa<pLfx a — ^-(i6fA a 4-2ifx*). 

Enfin, l'expression du degré du méridien sera, en nommant c sa gran- 
deur a l'équateur, 

Nous observerons ici que, conformément à ce que nous venons de 
dire, le terme multiplié par p. 4 est trois fois plus sensible dans l'ex- 
pression de la longueur du pendule que dans celle du rayon terrestre, 
et cinq fois plus sensible dans l'expression de la grandeur du degré 
que dans celle de la longueur du pendule; enfin, sur le parallèle 
moyen , il serait quatre fois plus sensible dans l'expression de la va- 
riation des degrés consécutifs que dans celle du degré même» Suivant 
Bouguer, la différence des degrés du pôle et de l'équateur, divisée par 
le degré de l'équateur, est jfyf, ; c'est le rapport qu'exigent, dans son 
hypothèse, les mesures des degrés de Pello, de Paris et de l'équateur. 
Ce rapport est égal à ^aA; on a donc 

«A = 0,0054717. 

En prenant pour unité la longueur du pendule à l'équateur, la varia- 
tion de cette longueur dans un lieu quelconque sera 

0,0054717 / /? « . x « . 

On a, parlen 19, a<p = o,oo345u3, ce qui donne f«<p = 0,0086278, 
et la formule précédente devient 

o,oo6o52o.jz a — 0,0033796. fi*. 

A Pello, où p. = sin 74*22', cette formule donne 0,0027016 pour la 
variation de la longueur du pendule. Suivant les observations, cette 
variation est o, 0044625, et par conséquent beaucoup plus grande; 

Œuvres de L. — 11. l4 



*■ 
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ainsi, l'hypothèse de Bouguer ne pouvant pas se concilier avec les 
observations de la longueur du pendule, elle n'est pas admissible. 

34. Appliquons les résultats généraux que nous venons de trouver 
au cas où le sphéroïde n'est point sollicité par des attractions étran- 
gères, et où il est formé de couches elliptiques ayant leur centre au 
centre de gravité du sphéroïde. On a vu que ce cas est celui de la Terre 
supposée originairement fluide; il est encore celui de la Terre, dans 
l'hypothèse où les figures de ses couches seraient semblables. En effet, 
l'équation (a) du n° 29 devient, à la surface, oh a = i 9 



o = Y(»fpa*da ^— fpd(a*+*Y<*>) - 



Z(') 



ai -hi J 4^ 

Les couches étant supposées semblables, la valeur de Y (/) est pour cha- 
cune d'elles la même qu'à la surface; elle est par conséquent indépen- 
dante de a, et l'on a 



w>M-£H=£ 



Lorsque i est égal ou plus grand que 3, Z (0 est nul relativement à la 

Terre; d'ailleurs, le facteur 1 ; — a' est toujours positif; donc 

alors Y (/) est nul. Y (l) est encore nul, par le n° 31, lorsque l'on fixe 
l'origine des rayons au centre de gravité du sphéroïde; enfin on a, 

par le n° 33, Z (2) égal à — ï (jt* — j).faffa % da; on a donc 



Y< 2 > = — 2 



l[v*-~{)f 9 a*da 



fpa*da(i— a») ' 



ainsi la Terre est alors un ellipsoïde de révolution. Considérons donc 
généralement le cas où la figure de la Terre est elliptique et de révo- 
lution. 
On a dans ce cas, en fixant l'origine des rayons terrestres au centre 
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de gravité de la Terre, 

Y<0 = o, Y<»> = o, Y<«> = o 

Y(« = -A(,i»-i), 

h étant une fonction de a; on a de plus 

ZO) = o, Z'*> = o, Z<*> = o, 

l'équation (2) du n° 29 donnera donc, à la surface, 

(1) oz=6fpd[a*h) + 5(9 — ih)fpd.a % . 

Cette équation renferme la loi qui doit exister, pour l'équilibre, entre 
les densités des couches du sphéroïde et leurs ellipticités; car, le rayon 
d'une couche étant a[i + aY (0) — %h{\i? — {)], si l'on suppose, comme 
cela est permis, Y (0) = — jh, ce rayon devient a(i — aApi 2 ), et alors 
fth est l'ellipticité de la couche. 

A la surface du sphéroïde, le rayon est 1 — <xAp. a , d'où l'on voit que 
les diminutions des rayons, en allant de l'équateur aux pôles, sont pro- 
portionnelles à (x J , et par conséquent au carré du sinus de la latitude. 

L'accroissement des degrés du méridien, de l'équateur aux pôles, est, 
par le numéro précédent, égal à 3xAc[x J , c étant le degré de l'équateur; 
il est donc encore proportionnel au carré du sinus de la latitude. 

L'équation (1) nous montre que, les densités étant supposées dimi- 
nuer du centre à la surface, l'ellipticité du sphéroïde est moindre que 
dans le cas de l'homogénéité, à moins que les ellipticités n'aillent en 
augmentant, de la surface au centre, dans un plus grand rapport que 
la raison inverse du carré des distances à ce centre. En effet, si l'on 

suppose h = — > on aura 

fpd[a*h) =fpd(a*u) = ufpd.a* -hf(dufa*dp). 
Si les ellipticités croissent dans un moindre rapport que -y» u aug- 

i4« 
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mente du centre à la surface, et par conséquent du est positif; d ail- 
leurs, dp est négatif, par la. supposition que les densités diminuent du 
centre à la surface; ainsi f (du fa 9 dp) est une quantité négative, et, en 
faisant à la surface 

f 9 d[a>h) = [h-f)f 9 d.a\ 

/sera une quantité positive. Cela posé, l'équation (i) donnera 

a h sera donc moindre que -|ï» et par conséquent il sera plus petit 

que dans le cas de l'homogénéité, où, dp étant nul, /est égal à zéro. 
Il suit de là que, dans les hypothèses les plus vraisemblables, l'apla- 
tissement du sphéroïde est moindre que -j2; car il est naturel de pen- 
ser que les couches du sphéroïde sont plus denses en approchant du 
centre, et que les ellipticités augmentent de la surface au centre, dans 

un moindre rapport que — 9 ce rapport donnant un rayon infini aux 

couches infiniment voisines du centre, ce qui est absurde. Ces suppo- 
sitions sont d'autant plus vraisemblables, qu'elles deviennent néces- 
saires dans le cas où le sphéroïde a été originairement fluide; alors les 
couches les plus denses sont, comme on l'a vu, les plus voisines du 
centre, et les ellipticités, loin d'augmenter en allant de la surface au 
centre, vont, au contraire, en diminuant. 

Si l'on suppose que le sphéroïde soit un ellipsoïde de révolution, 
recouvert d'une masse fluide homogène d'une profondeur quelconque; 
en nommant a! le demi-petit axe de l'ellipsoïde solide et <xA' son ellip- 
ticité, on aura, à la surface du fluide, 

fpd{a*h) =;h- a'*h' + fpd(a*h), 

l'intégrale du second membre de cette équation étant prise, relative- 
ment à l'ellipsoïde intérieur, depuis son centre jusqu'à sa surface, et 
la densité du fluide qui le recouvre, étant prise pour unité. L'équa- 



f 
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tion (i) donnera donc, pour l'expression de l'ellipticité a A du sphé- 
roïde terrestre , 

. _ 5«<p(i — a'*-hfpd.a*) — Saiha't + Sxfpd^h) 
~~ 4 — ioa' 3 -4- ioyprf.« 3 

les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = a'. 

Considérons présentement la loi de la pesanteur, ou, ce qui revient 
au même, celle de la longueur du pendule à la surface du sphéroïde 
elliptique en équilibre. La valeur de / trouvée dans le numéro précé- 
dent devient dans ce cas 

/=L + «L(| ? - A) (,*■--*); 

€n faisant donc L'— L— £aL(f<p — A), on aura, en négligeant les 
quantités de l'ordre **, 

/=L'H-aL'(f<p-A)fx*, 

équation d'où il résulte que V est la longueur du pendule à secondes 
à l'équateur, et que cette longueur croît de l'équateur aux pôles, pro- 
portionnellement au carré du sinus de la latitude. 

Si l'on nomme ou l'excès de la longueur du pendule au pôle sur sa 
longueur à l'équateur, divisée par cette dernière longueur, on aura 
eu = ot(f ç — A), et par conséquent 

cet •+- ah — faç, 

équation remarquable entre l'ellipticité de la Terre, et la variation de 
la longueur du pendule, de l'équateur aux pôles. Dans le cas de l'ho- 
mogénéité, aA = jOL<p; ainsi, dans ce cas, ae — aA; mais, si te sphéroïde 
est hétérogène, autant a A est au-dessus ou au-dessous de j<x<p, autant ae 
est au-dessous ou au-dessus de la même quantité. 

35. Les planètes étant supposées recouvertes d'un fluide en équilibre, 
il est nécessaire, dans le calcul de leurs attractions, de connaître l'at- 
traction des sphéroïdes dont la surface est fluide et en équilibre; on 
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peut l'exprimer fort simplement de cette manière. Reprenons l'équa- 
tion (5) du n° 14; on en fera disparaître les signes d'intégration au 
moyen de l'équation (2) du n° 29, qui donne» à la surface du sphéroïde, 

-£•_ f p d[a''+*YM) = ^ YWfpd.a* - z<«; * 
11 -hi J r v ' 3 J r 

ainsi, en fixant l'origine des rayons r au centre de gravité du sphéroïde, 
ce qui fait disparaître Y (l} ; en observant ensuite que Z (i) est nul, et 

que, Y (f) étant arbitraire, on peut supposer ^ Y (#) — Z (f) = o, l'équa- 
tion (5) du n° 14 donnera 

Y =hfP d ' a i+ 3H ( Y( * ) + — + -ÏT+-)f?d.a s_ _(zc*>+ — + — +...}, 

expression dans laquelle on doit observer que ^ fpd.a* exprime la 

masse du sphéroïde, puisque, dans le cas de r infini, la valeur de Y 
est égale à la masse du sphéroïde divisée par r. Cela posé, l'attraction 

du sphéroïde parallèlement à r sera — -r-; l'attraction perpendicu- 



laire à ce rayon, dans le plan du méridien, sera — — — £- -p- ; enfin 
l'attraction perpendiculaire à ce même rayon dans le sens du parallèle 

sera - • L'expression de Y devient, relativement à la Terre 

r v i-u* 

supposée elliptique, 

M étant la masse de la Terre. 

36. Quoique la loi de l'attraction en raison inverse du carré de la 
distance soit la seule qui nous intéresse, cependant l'équation ( 1 ) du 
n° 10 offre une détermination si simple de la pesanteur à la surface 
des sphéroïdes homogènes en équilibre, quel que soit l'exposant de la 
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puissance de la distance à laquelle l'attraction est proportionnelle, que 
nous croyons pouvoir la présenter ici. L'attraction étant comme une 
puissance quelconque n de la distance , si l'on désigne par dm une 
molécule du sphéroïde, et par /sa distance au point attiré, l'action de 
dm sur ce point, multipliée par l'élément — df de sa direction, sera 
— dmf n df. L'intégrale de cette quantité, prise par rapport à/, est 

*■- — 9 et la somme de ces intégrales, étendue au sphéroïde entier, 

y 

est j en supposant, comme dans le n° 10, y=f/ n+î dm. 

Si le sphéroïde est fluide, homogène et doué d'un mouvement de 
rotation, et s'il n'est sollicité par aucune attraction étrangère, on aura 
à sa surface, dans le cas de l'équilibre, par le n° 23, 

V 

const. = t-î/rr^fi — p*), 

r étant le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à sa surface, 

et g étant la force centrifuge à la distance î de l'axe de rotation. 

La pesanteur p à la surface du sphéroïde est égale à la différentielle 

du second membre de cette équation, prise par rapport à r et divisée 
par — dr, ce qui donne 

r w-hi dr ° v r ' 

Reprenons maintenant l'équation (i) du n° 10, qui est relative à la 

surface, 

d\_ (n-n)A (h-m)V . 
— — — A _t_ 

or ia ia 

cette équation, combinée avec les précédentes, donne 



const. h- ( ^' -»)y('-f* a )- 



A la surface, r est à très-peu près égal à a; en faisant donc, pour sim- 
plifier, a = i , on aura 

p = const. h -, — g"! 1 — P )• 
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Soient P la pesanteur à l'équateur du sphéroïde, et a<p le rapport de la 
force centrifuge à la pesanteur à l'équateur; on aura 



^p(*+^-*?f* 2 ). 



d'où il suit que, de l'équateur aux pôles, la pesanteur varie proportion- 
nellement au carré du sinus de la latitude. Dans le cas de la nature, 
où n = — 2, on a 

ce qui est conforme à ce qufenous avons trouvé précédemment. Mais 
il est remarquable que, si n = 3, on a p — P, c'est-à-dire que, si l'at- 
traction est proportionnelle au cube de la distance, la pesanteur à la 
surface des sphéroïdes homogènes est partout la même, quel que soit 
leur mouvement de rotation. 

37. Nous n'avons eu égard, dans la recherche de la figure des corps 
célestes, qu'aux quantités de l'ordre a; mais il est facile, par l'analyse 
précédente, d'étendre les approximations aux quantités de l'ordre a* 
et des ordres supérieurs. Considérons pour cela la figure d'une masse 
fluide homogène en équilibre, recouvrant un sphéroïde peu différent 
d'une sphère et doué d'un mouvement de rotation, ce qui est le cas de 
la Terre et des planètes. La condition de l'équilibre à la surface donne, 
par le n° 23, l'équation 

const. = V — £ r*(f* 2 — J). 

La valeur de V se compose : i° de l'attraction du sphéroïde recouvert 
par le fluide, sur la molécule de la surface déterminée par les coordon- 
nées r, et o; 2° de l'attraction de la masse fluide sur cette molécule; 
or la somme de ces deux attractions est la même que la somme des 
attractions : i° du sphéroïde, en supposant la densité de chacune de 
ses couches diminuée de la densité du fluide; 2° d'un sphéroïde de 
même densité que Ife fluide, et dont la surface extérieure est la même 
que celle du fluide. Soit V la première de ces attractions et V" la se- 
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conde, en sorte que V = V'-t-V"; on aura, en supposant g de l'ordre a 
et égal à xg', 

const. = V'+V- ^ r» (n* - 1). 

On a vu, dans le n° 9, que V peut se développer dans une série de la 

forme 

\J<*) UfO U ( v 



U {0 étant assujetti à l'équation aux différences partielles 

o.(ï—h*)—: — 

et Ton peut, par l'analyse du n° 17, déterminer U (/) avec toute la pré- 
cision désirable, lorsque la figure du sphéroïde est connue. 
Pareillement, V" peut se développer dans une série de la forme 

u; 0) u, m u, (2) 

-7- + 7T + 75- + • • • » 

U f f/) étant assujetti à la même équation aux différences partielles que U (0 . 
Si Ton prend pour unité de densité celle du fluide, on a, par le n° 17, 

u<o _4* — Z(/) 

(n-3J(ai + i) 

r*** étant supposé développé dans la suite 

dans laquelle Z (0 est assujetti à la même équation aux différences par- 
tielles que U (/) . L'équation de l'équilibre deviendra donc 

const.= — + ^ +2 ' (uc«+ T . — J^L, x Z«A _ £«g-'r»(^ -^, 

r r r l_HI \ (1 -+■ 3) (21 +1) / 2 ° vr 3 

1 étant égal ou plus grand que l'unité. 
Si la distance r de la molécule attirée au centre du sphéroïde était 

Œuvres de L. — \\. l5 
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infinie, Y serait égal à ia somme des masses du sphéroïde et du fluide» 
divisée par r; en nommant donc m cette somme, on aura U (0) -f- U (0, = m. 
Ne portons l'approximation que jusqu'aux quantités de l'ordre a 2 ; nous 
pourrons supposer 



r = 1 4- ay -f- aPy 



ce qui donne 



r /+3 == - , +. (/ H . 3 ) ar _._ (l+^i-*: A) aSr 2 + (/ + 3 ) a * r <. 



Supposons 



y . Y(*) -i- Y< 2 > 
r 2 : ,mco)h-MO) 



■Y<»>-r-... f 
Y'(»> --..., 



Y (,) , Y' (0 et M (,) étant assujettis à la même équation aux différences 
partielles que U (/) ; nous aurons- 

Z<« :. . (/- 3) «Y(0 -:• L 1 .: 4 : ^Hi.:*- 3 1 **u<0 -r- (i -i- 3) «»Y'<'>. 

X 1.2 V ' 

Nous observerons ensuite que U (0 est une quantité de l'ordre a, puis- 
qu'elle serait nulle si le sphéroïde était une sphère ; en ne portant ainsi 
l'approximation que jusqu'aux termes de l'ordre <x a , U (,) sera de cette 
forme aU /(0 -f- a 2 U" (0 . En substituant donc ces valeurs dans l'équation 
précédente de l'équilibre, et en y changeant r dans i + «y -+- *?y\ on 
aura, aux quantités près de Tordre a 8 , 

const. m ( i — • xy -h a 2 / 2 - a 2 /' ) 

-r-lLu'fO+aîU'W-- (i+i)«^D'(')-i- . j-*!L Y(f> 

_ 4^(1-4 -0 _._ ^o 2 * Y , (0 ^ 4 g »ir( f-t^) M(/J - 

2l'-i I 21 -I 2(21 -ri) 

En égalant séparément à zéro les termes de l'ordre a et ceux de Tordre 
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a 9 , on aura les deux équations 

— «r f r(f* a — *)• 

C étant une constante arbitraire. La première de ces équations déter- 
mine Y (/) , et par conséquent la valeur de y. En la substituant dans le 
second membre de la seconde équation, on le développera, par la mé- 
thode du n° 16, dans une suite de la forme 

N(°>-^N< f >-!-NW-i-..., 

N (0 étant assujetti à la même équation aux différences partielles que U (0 , 
et l'on déterminera la constante C de manière que N (0) soit nul; on aura 
ainsi 

rco,- N( V-, 

• m -7 — 

et par conséquent 

N( f ) N(*> N<»> * 



* i * * • • • • 

m — jTZ m — f 7T m — yTT 



L'expression du rayon r de la surface fluide sera ainsi déterminée aux 
quantités près de l'ordre a 3 , et l'on pourra, par le même procédé, por- 
ter l'approximation aussi loin que l'on voudra. Nous n'insisterons pas 
davantage sur cet objet, qui n'a de difficulté que la longueur du calcul ; 
mais nous tirerons de l'analyse précédente cette conclusion importante, 
savoir, que Ton peut affirmer que l'équilibre est rigoureusement pos- 
sible, quoique l'on ne puisse pas assigner la figure rigoureuse qui y 
satisfait; car on peut trouver une suite de figures qui, substituées dans 
l'équation de l'équilibre, laissent des restes successivement plus petits 
et qui deviennent moindres qu'aucune grandeur donnée. 



i5. 
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CHAPITRE V. 



COMPARAISON DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE AVEC LES OBSERVATIONS. 



38. Pour comparer aux observations la théorie que nous venons 
d'exposer, il faut connaître la courbe des méridiens terrestres et celles 
que Ton trace par une suite d'opérations géodésiques. Si, par l'axe de 
rotation de la Terre et par le zénith d'un lieu de sa surface, on ima- 
gine un plan prolongé jusqu'au ciel, ce plan y tracera la circonférence 
d'un grand cercle, qui sera le méridien de ce lieu : tous les points de 
la surface de la Terre qui auront leur zénith sur cette circonférence 
seront sous le même méridien céleste, et ils formeront sur cette sur- 
face une courbe qui sera le méridien terrestre correspondant. 

Pour déterminer cette courbe , représentons par u = o l'équation 
de la surface de la Terre, u étant une fonction des trois coordonnées 
orthogonales x 9 y, z. Soient a?', y\ z' les trois coordonnées de la ver- 
ticale qui passe par le lieu de la surface de la Terre déterminé par les 
coordonnées x 9 y, z; on aura, par la théorie des surfaces courbes, les 
deux équations suivantes 

du , , du , . du , , du , , 

En ajoutant la première, multipliée par l'indéterminée X, à la seconde, 

on en tirera 

du y du 

dx 

Cette équation est celle d'un plan quelconque parallèle à la verticale 
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dont nous venons de parler; cette verticale, prolongée à l'infini, se 
réunissant au méridien céleste, tandis que son pied n'est éloigné que 
d'une quantité finie du plan de ce méridien, elle peut être censée pa- 
rallèle à ce plan; l'équation différentielle de ce plan peut donc coïn- 
cider avec la précédente, en déterminant convenablement l'indéter- 
minée X. Soit 

dz' = adx' -f- bdy' 

l'équation du plan du méridien céleste; en la comparant à la précé- 
dente, on en tirera 

t \ au du , du __ 

* ' dz dx ày ~~" 

Pour avoir les constantes a et b 9 on supposera connues les coordon- 
nées du pied de la verticale parallèle à l'axe de rotation de la Terre, et 
celles d'un lieu donné de sa surface. En substituant successivement ces 
coordonnées dans l'équation précédente, on aura deux équations, au 
moyen desquelles on déterminera a et b. L'équation précédente, com- 
binée avec celle de la surface u = o, donnera la courbe du méridien 
terrestre qui passe par le lieu donné. 

Si la Terre était un ellipsoïde quelconque, u serait une fonction ra- 
tionnelle et entière du second degré en a?, y, z; l'équation (a) serait 
donc alors celle d'un plan dont l'intersection avec la surface de la 
Terre formerait le méridien terrestre; dans le cas général, ce méridien 
est une courbe à double courbure. 

Dans ce cas, la ligne déterminée par les mesures géodésiques n'est 
pas celle du méridien terrestre. Pour tracer cette ligne, on forme un 
premier triangle horizontal, dont un des angles a pour sommet l'ori- 
gine de cette courbe, et dont les deux autres angles ont pour sommets 
deux objets quelconques visibles. On détermine la direction du pre- 
mier côté de la courbe par rapport aux côtés du triangle, et sa lon- 
gueur jusqu'au point où elle rencontre le côté qui joint les deux ob- 
jets. On forme ensuite un second triangle horizontal avec ces objets et 
un troisième plus éloigné qu'eux de l'origine de la courbe. Ce second 
triangle n'est pas dans le plan du premier; il n'a de commun avec lui 
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que le côté formé par les deux premiers objets; ainsi le prolongement 
du premier côté de la courbe s'élève au-dessus du plan de ce second 
triangle; mais on le plie sur ce plan, de manière qu'il forme toujours 
les mêmes angles avec le côté commun aux deux triangles, et il est 
aisé de voir que pour cela il doit être plié suivant une verticale à ce 
plan. Telle est donc la propriété caractéristique de la courbe tracée 
par les opérations géodésiques. Son premier côté, dont la direction 
peut être supposée quelconque, est tangent à la surface de la Terre; 
son second côté est le prolongement de cette tangente, plié suivant 
une verticale; son troisième côté est le prolongement du second côté, 
plié suivant une verticale, et ainsi de suite. 

Si, par le point de réunion de deux de ces côtés, on mène dans le 
plan tangent à la surface du sphéroïde une ligne perpendiculaire à 
l'un des côtés, il est visible qu'elle sera perpendiculaire à l'autre côté; 
d'où il suit que la somme de ces côtés est la ligne la plus courte que 
l'on puisse mener sur cette surface entre leurs points extrêmes. Ainsi 
les lignes tracées par les mesures géodésiques ont la propriété d'être 
les plus courtes que l'on puisse mener sur la surface du sphéroïde, 
entre deux de leurs points quelconques; et, par ce qu'on a vu dans le 
n° 9 du premier Livre, elles seraient décrites par un mobile mû uni- 
formément dans cette surface. 

Soient x f y f z les coordonnées rectangles d'un point quelconque de 
la courbe; x -r dx 9 y -f- dy 9 z -h dz seront les coordonnées d'un point 
infiniment voisin. Nommons ds l'élément de la courbe, et supposons 
cet élément prolongé d'une quantité égale à ds; a?~- idx % y-f- idy 9 
z -h idz seront les coordonnées de l'extrémité de ce prolongement. 
En le pliant suivant une verticale, les coordonnées de cette extrémité 
deviendront x -+- idx 4- d*x 9 y -+- idy -+- d 2 y t z 4- idz 4- d*z; ainsi 
— d 2 x, — d*y 9 ■- d*z seront les coordonnées de la verticale, prises 
en partant de son pied; on aura donc, par la nature de la verticale et 
en supposant que u — o soit l'équation de la surface de la Terre, 

o -_-: -- a* y — -r- «*.r, o — — d*z - — d*x, 
ox * oy ôx oz 
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équations qui sont différentes de celles du méridien terrestre. Dans ces 
équations, ds doit être supposé constant; car il est clair que le prolon- 
gement de ds rencontre le pied de la verticale suivant laquelle on le 
plie, à un infiniment petit près du quatrième ordre. 

Voyons quelles lumières peuvent donner sur la figure de la Terre les 
mesures géodésiques faites, soit dans le sens des méridiens, soit dans 
le sens perpendiculaire aux méridiens. On peut toujours concevoir un 
ellipsoïde, tangent à chaque point de la surface terrestre, et sur lequel 
les mesures géodésiques, les longitudes et les latitudes à partir du 
point de contingence, dans une petite étendue, seraient les mêmes 
qu'à cette surface. Si la surface entière était celle d'un ellipsoïde, l'el- 
lipsoïde tangent serait partout le même; mais si, comme on a lieu de 
le croire, la figure des méridiens n'est pas elliptique, alors l'ellipsoïde 
tangent varie d'un pays à l'autre, et ne peut être déterminé que par 
des mesures géodésiques faites dans des sens différents. Il serait très- 
intéressant de connaître ainsi les ellipsoïdes osculateurs d'un grand 
nombre de lieux sur la Terre. 

Soit u — x* -\-y 2 - j t -z t — i — 2*1*'= o l'équation de la surface du 
sphéroïde, que nous supposerons différer très-peu d'une sphère dont 
le rayon est l'unité, en sorte que a est un très-petit coefficient dont nous 
négligerons le carré, u' peut toujours être considéré comme fonction 
des deux seules variables x et y; car, en le supposant fonction de x, 

y, z, on peut en éliminer z au moyen de l'équation z — y^i — x à — y 2 . 
Cela posé, les trois équations trouvées ci -dessus, relativement à la 
ligne la plus courte sur la surface de la Terre, deviennent 

j» j- au! ,, du' JO 

xfry - ydïx — a—- d*y—*-^— d 2 x, 

(O) \ xd 2 z-zd 2 x — a~d 2 z y 

Ox 

yd*z — zd 2 y = «-j— d 2 z. 

Nous désignerons cette ligne sous le nom de ligne géodésique. 
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Nommons r le rayon mené du centre de la Terre à sa surface; 
6 l'angle que ce rayon fait avec Taxe de rotation, que nous suppose- 
rons être celui des z, et <p l'angle que le plan formé par cet axe et par r 
fait avec le plan des x et des y; on aura 

ar^rsinôcosç, ^^rsinflsinç, * = rcos0, 

d'où l'on tire 

r* sin a Qd<f==xdy — y dx, 

— r a d0 = (xdz — zdx)cos<f-{- [ydz — zdy) s'mcp, 

ds* = dx* -h dy 2 4- dz* = dr* -+- r*d$* -+- r*dy* sin*0. 

En considérant ensuite u' comme fonction de x et de y, et désignant 
par | la latitude, on peut supposer dans cette fonction r = i et 
<|/ = ioo° — 9, ce qui donne 



x = cos<{/ cosç, y = cos<|/ sin<p. 



On aura ainsi 



mais on a 



du , du j du ' j, du 1 , 
-r- or -h -r— dy= -Y7- ad/ -h -r— ao; 
dx dy J dty T d<p ' 



* î +j î = cos* <J/, — = lang 9, 



d'où l'on tire 

j. xdx -\-ydy , xdy — ydx 

rfj; = r- ! — — r» a© = — ^— -^ — cos*<p. 

T sin^cos^ T x 2 T 

En substituant ces valeurs de dty et de rf<p dans l'équation différentielle 

précédente en u\ et comparant séparément les coefficients de dx et de 

dy, on aura 

du' cosç du' sinç du' 

dx ~~~ sin^ dty cos^ d<p ' 

du' sinç du' cosç du' 



dy sin^ dty cosip d<p 
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ce qui donne 

du 1 du' 

JL &y _. JL frx = r—~ — r [xd 2 y — yd 2 x) %-r (xd 2 x+yd 2 r) ; 

ôx * ày sm^cos^ cos a ^ v J • ' 

or, en négligeant les quantités de Tordre a, on a xd 2 y —yd*x = o; 
de plus, les deux équations 

xd 2 z — zd 2 x = o, rd 2 z — zd 2 y = o 

donnent 

-,/,-_ z 2 (xd 2 x+yd 2 y) 

et l'équation a? a h- ^ a -f- s a = i donne 

xd 2 x + yd 2 y-\- zd 2 z -h ds 2 — o; 

en substituant au lieu de zd 2 s sa valeur précédente, on aura 

xd 2 x-\-yd 2 y = — (x 2 -hy 2 )ds 2 = — ds 2 cos 2 ty; 

partant, 

ôx * ôy d<p 

La première des équations (O) donnera ainsi, en l'intégrant, 

ds-T— 5 

c étant une constante arbitraire. 
La seconde des équations (O) donne 

d(xdz-zdx) — a-r — rf a s; 

mais il est facile de voir, par ce qui précède, que Ton a 

d 2 z = — ds* sinty; 



on a donc 

d(xdz — zdx)-= —ads 2 -r- 

on a pareillement 



d[ydz — zdy) — — acfr 2 -p- sinip; 

Œuvres de L. — l. 16 
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on aura donc 

r 2 d9 — c'dss'iny -4- c"ds cosy 

(g) I . -a*cos 9 Jrf5^cos(pH-^-sin ? ung^ 

^ . Cul au' . du' A 

— ads sm9 I «*l-rr- sinç — -r— cosç langui • 

Considérons d'abord le cas dans lequel le premier côté de la ligne 
géodésique est parallèle au plan correspondant du méridien céleste. 
Dans ce cas, rf<p est de l'ordre a, ainsi que dr; on a donc, en négligeant 
les quantités de l'ordre a a , ds = — rrfft, l'arc s étant supposé croître 
de l'équateur aux pôles. ty exprimant la latitude, il est facile de voir 

dr 

que l'on a 8 = ioo° — <|* — -rr> ce qui donne 

* = _*(,_ «*!,*£. 

on a donc 

Ainsi, en nommant s la différence en latitude des deux points extrêmes 
de l'arc s, on aura 



S = 6 H- OLt 



( , d*u'\ at* (dut, d*u'\ 



U étant ici la valeur de u! à l'origine de s. 

Lorsque la Terre est un solide de révolution, la ligne géodésique est 
toujours dans le plan d'un même méridien ; elle s'en écarte si les pa- 
rallèles ne sont pas des cercles; l'observation de cet écart peut donc 
nous éclairer sur ce point important de la théorie de la Terre. Repre- 
nons l'équation (/>), et observons que, dans le cas présent, dp et la 
constante c de cette équation sont de l'ordre a, et que l'on peut y sup- 
poser r = î , ds ■-- rfj/, et 8 — ioo° — •}; on aura ainsi 



rf<p cos a + = cdty -+- xdty I dty -r— 
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Maintenant, si Ton nomme Y l'angle que fait le plan du méridien cé- 
leste avec celui des x et des z, d'où l'on compte l'origine de l'angle <p, 

on aura 

dx' langV = dy' , 

af, y\ z' étant les coordonnées de ce méridien, dont on a vu dans le 
numéro précédent que l'équation différentielle est 

dz' = adx* h- bdjr'. 

En la comparant à la précédente, on voit que a et b sont infinis, et tels 
que — -r = tangV; l'équation (a) du numéro précédent donne ensuite 

du ■_. du 
o^tangV-^, 

d'où Ton tire 

du' xr du' 
o = x tangV — x — «-^r tangV-+- a^— • 

On peut supposer V= ? dans les termes multipliés par a; de plus, 
- = tang<p; on a donc 

du' 



cosd» cosçflang© — tangV) — p-^ — > 

T T\ DT o / cosycosç 



ce qui donne 

du' 



a 



9 -V= d * 



COS 2 ^ 



Le premier côté de la ligne géodésique étant supposé parallèle au plan 
du méridien céleste, les différentielles de l'angle V et de la distance 
(9— V)cos^ de l'origine de la courbe au plan du méridien céleste 
doivent être nulles à cette origine; on a donc à ce point 

au' 

d» , a -^ ung * 
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et par conséquent l'équation (p) donne 

M, 
c = a^tang+„ 

u et ty t se rapportant à l'origine de Tare s. 

A l'extrémité de Tare mesuré, le côté de la courbe fait avec le plan 
du méridien céleste correspondant un angle à très-peu près égal à la 
différentielle de (<p — V)cos<|> divisée par dty, V étant supposé constant 
dans la différentiation; en désignant donc cet angle par ci, on aura 

*=ï^ cos +"-(¥-" v ) 8lll, l'- 

Si Ton substitue pour -£- sa valeur tirée de l'équation (/>), et pour 
<p — V sa valeur précédente, on aura 



X3 



= £$ (s? teng+ ' - % *"«+ +/** If) 



l'intégrale étant prise depuis l'origine de l'arc mesuré jusqu'à son ex- 
trémité. Nommons e la différence en latitude de ses deux points ex- 
trêmes, e étant supposé assez petit pour que l'on puisse négliger son 
carré; on aura 

4 \ô 9 Ung * + *pctyj' 



xs~ — 



COS' 



les valeurs de <|/, -r— et , , , devant se rapporter ici, pour plus d'exac- 
titude, au milieu de l'arc mesuré. L'angle xs doit être supposé positif 
lorsqu'il s'écarte du méridien dans le sens des accroissements de <p. 

Pour avoir la différence en longitude des deux méridiens correspon- 
dants aux extrémités de l'arc, nous observerons que, u 9 V # , ty t et <p, 
étant les valeurs de u\ V, ^ et <p à la première extrémité, on a 

dut, diï 

• -V=— 23L, <p-V= — *L: 
T ' ' cos a <J/, T cos a |' 
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mais on a à fort peu près, en négligeant le carré de s, 

ce <?«| . . 

on aura donc 

V- V - - -2— (& tan** + -^ï, 
V V ' _ cos»<K\<>? g *' <WJ' 

d'où résulte cette équation fort simple 

(V-V,)sin«|i, = ©; 

ainsi Ton peut, par l'observation seule et indépendamment de la con- 
naissance de la figure de la Terçe, déterminer ia différence en longitude 
des méridiens correspondants aux extrémités de Tare mesuré ; et» si la 
valeur de l'angle n est telle que Ton ne puisse pas l'attribuer aux er- 
reurs des observations, on sera sûr que la Terre n'est pas un sphéroïde 
de révolution. 

Considérons maintenant le cas où le premier côté de la ligne géodé- 
sique est perpendiculaire au plan correspondant du méridien céleste. 
Si l'on prend ce plan pour celui des x et des z 9 le cosinus de l'angle 

formé par ce côté sur ce plan sera * x , — — ; ainsi, ce cosinus étant nul 

à l'origine, on a dx = o, dz = o, ce qui donne 

d.rsin0cos<p=:o, tf.rcos0 = o, 

et par conséquent 

rdO = rrfcp sin0 cos0 tang<p; 

mais on a, aux quantités près de l'ordre <x a , *& = rrf<psin6; on aura 

donc à l'origine 

dO __ tang<pcos0 
ds r 

La constante c" de l'équation (q) est égale à la valeur de xdz — zdx 
à l'origine; elle est donc nulle, et l'équation (q) donne à l'origine 

de c' . 
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on a donc, en observant que <p est ici de l'ordre a, et qu'ainsi, en négli- 
geant les quantités de Tordre <x a , on a sin<p = tang<p, 

c'— r, cos0„ 

les quantités r, et 6, étant relatives à l'origine; partant, si Ton consi- 
dère qu'à cette origine l'angle <p est ce que nous avons nommé précé- 
da,' 

et — - 

demment <p, — V, et dont nous avons trouvé la valeur égale a — ^-5 

on aura à ce point 

de, du, sin+, 

— oc 



ds dy cos 2 ty, 



L'équation (g) donne ensuite 



d*B, __ cos0, rf<p, duf, . 



ds* ~~ r, ds cty ' 

mais on a 

-p- = — \— r > r, = 1 -4- au 1 , , 0, = ioo° -i|/,-a^'i 
ds r, sin0, ' ' Tr oty 

on aura donc 

-gj* = (1 - 2«a / )lang+ / + «gçtang«+,. 

L'équation (/*) donne, en observant qu'à l'origine 



d 9, __ ' __ 



^-(■ — ««J-H«Jjtang4i # ). 



ds r,sin0, cos 

celle-ci 

c~ r, sin0,, 

d'où l'on tire 

du\ de, A du', 

j* 2«- r î a-^cos©, a-r 1 

" ?/ _ as as oy 

~ds*~ ~~ ~~ r* sin 0, r,sin a 0, ~*~ cos a +, ' 

et par conséquent 

rf 2 <p, dw| » — cos 2 ^, 

£& a fty COS 4 ^ f 
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L'équation 

au' 
B = ioo°— d» - a-TT- 

m 

donne, en ne conservant parmi les termes de l'ordre $* que ceux qui 
sont indépendants de a, 

* ^ 4 - _ 3 _ i,i*^ _ _^_ ^ . 

Y Y '~ tf* * <fc* cos+, d<pdip 
partant, . 

, . as (du\ . . d 2 tt' \ . . , 

+ ~ +' = - c^K W *"«+' + d^J " **' ""^ • 

La différence des latitudes aux deux extrémités de l'arc mesuré fera 
donc connaître la fonction 



as 



fàiï 



*HL\. 



cos4»A^9 dcpcty/' 

il est remarquable que, pour le même arc mesuré dans le sens du 
méridien, cette fonction est, par ce qui précède, égale à - — r-; elle 

pourra ainsi être déterminée de ces deux manières, et l'on pourra juger 
si les valeurs trouvées soit de la différence des latitudes, soit de l'angle 
azimutal gj sont dues aux erreurs des observations ou à l'excentricité 
des parallèles terrestres. 
On a, en ne conservant que la première puissance de s, 

• 

9 — <p # n'est pas la différence en longitude des deux extrémités de 
Tare s; cette différence est égale à V- - V,; or on a, par ce qui précède, 

du 1 

T cos 2 ty 

ce qui donne 

v . d<p os _ oy J 
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partant, 



CL 



V — V.= " , \ i — <zu',-ha-j-r tangd/, 5-7- 

' cos *|/, \ ' dty ° T ' cos a ^ 

Pour plus d'exactitude, il faut ajouter à cette valeur de V — "V, le terme 
dépendant de s 3 et indépendant de a, que Ton obtient dans l'hypothèse 

de la Terre sphérique; ce terme est égal à — {s* ng J*' ; ainsi l'on a 

Il nous reste à déterminer l'angle azimutal à l'extrémité de l'arc *. 
Pour cela , nommons a/ et y' les coordonnées x et y, rapportées au 
méridien de la dernière extrémité de l'arc s; il est facile de voir que le 

cosinus de l'angle azimutal est égal à <u * ' Si l'on rapporte les 

coordonnées x et y au plan du méridien correspondant à la première 
extrémité de l'arc, son premier côté étant supposé perpendiculaire au 
plan de ce méridien, on aura 

*?±- *h- *Z>- X . 
ds ~ ' ds ~° 9 ds ~ ïf 

partant, en ne conservant que la première puissance de s 9 

m 

dx __ d*x, dz j_ d*z, 

or on a 

V=*cos(V- V,) + r sln(V- V,); 

ainsi, V— V, étant, par ce qui précède, de l'ordre a, on aura 
Maintenant on a 

# = rsin0cos<p, z = rcos0; 

on aura donc, en négligeant les quantités de l'ordre a 1 , et observant 
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l'angle azimutal qui, par conséquent, est égal à 

d*u[ 



a 



. i , du' , do* 

ioo° — stangy, \ i — au, -i-«jp tangif, — T 



11 faut, pour plus d'exactitude, ajouter à cet angle la partie dépendante 
de ; s et indépendante de a, que Ton obtient dans l'hypothèse de la 
Terre sphérique : cette partie est égale à ^s z ({ -)- tang a <j/,) tang<j/,; ainsi 
l'angle azimutal à l'extrémité de l'arc s est égal à 

d*u[ 
ioo«>-$tang|,\ i- «^-f-a—'tang^ - ~£r- ' -***(* + ****$,) J- 

Le rayon osculateur de la ligne géodésique formant un angle quel 
conque avec le plan du méridien est égal à 

ds* 



yl{d*x)*-\-{d*y)*-ï (d*z)* 

ds étant supposé constant; soit R ce rayon. L'équation 

** ■+■ y* "+" z * ™ l '*- 2au ' 
donne 

xd*x -hjrd*y-i- zd*z = - ds* -h ad*u'. 

Si l'on ajoute le carré de cette équation aux carrés des équations (0), 
on aura, en négligeant les termes de Tordre a\ 

(jt* -h y* -h z*) [(d*x)* -f- (d*y)* -f- [d*z)*] — ds' - *ads*d*u', 

d'où l'on tire 

D , d*u' 

as* 

Dans le sens du méridien, on a 

d*u' d*u \ 
" ds* ~" d<\>*> 

partant. 

n à*iï 

R = i -f- au -\~ a-j-rr' 

Oy* 
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Dans le sens perpendiculaire au méridien, on a, par ce qui précède, 

rfW a <V du' , 

as* cos 2 ^, ày DT/ 

partant, 

d*u\ 

àu' t "do* 



<ty DT/ COS a v|/, 

S 

Si dans l'expression précédente de V — V, on fait « = s ', elle prend 
cette forme très-simple, relative à une sphère du rayon R, 

l'expression de l'angle azimutal devient 

ioo° — s' tang|, [i — j$' 2 (i -+- tang 2 |, )]. 

Nommons X l'angle que le premier côté de la ligne géodésique forme 
avec le plan correspondant du méridien céleste; on aura 

fru' M rfVp <M rfV£ d*u^ d<£ d*iï dç dty <M d^_ 

~d* ~" <ty * a + <ty ds* '" <ty a ds* î " 2 d<pd+ ds ds "*" (ty 2 rf* 2 " 

Mais dans l'hypothèse de la Terre sphérique on a 

d?i __ s ' n ^ rf 2 <p, 2sinXcosX , 

<fr ~~" cos^/ A 2 "~ COS^, 



-^ — cosA, -^ — — sin 2 Xtangv|<,; 



partant, 



rf 2 a sinXcosX/dtt ' . d*u \ . ,. t dw 

-j--' — 2 i — -r-î tangd/, -h » ' ) - sin 2 A tangvL, -jt 

ds* cos<];, \d<p OT ' <fy<ty/ DT '(ty 



<* 2 i<; sin 2 > ^y tl 

"*" <V "cos 2 +, '*" <ty 2 ^ A; 



"7 
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le rayon osculateur R dans le sens de cette ligne géodésique est donc 

sinXcosX (au* . à*i/ f \ . . . àu\ 



i -h au, -+- la 

' cos 



if- W teng +' + dïd$ ) ~ * sin * x *"**> âqf 



d*« sin*X d*i< ,. 

df* cos* if, <ty* 



Soit, pour abréger, 






K=lH . all| _ 4atang | f ^ H .___i_ +la _, > 

* idvi lt . a*«;\ 



a 



d*iï 



° — 2 * Y ' (ty COS»^, 2()f' 



on aura 



R = K -+- A sin2À -+- B COS2X. 



Les observations des angles azimutaux et de la différence des latitudes 
aux extrémités de deux lignes géodésiques mesurées, l'une dans le 
sens du méridien, l'autre dans le sens perpendiculaire au méridien, 
feront connaître, par ce qui précède, les valeurs de A, B et K; car ces 
observations donnent les rayons oscillateurs dans ces deux sens. Soient 
R et R' ces rayons; on aura 

., R'+r _ R'-tr 

K = > B = --> 

2 2 

et la valeur de A sera déterminée soit par l'azimut de l'extrémité de 
l'arc mesuré dans le sens du méridien, soit par la différence en latitude 
des deux extrémités de l'arc mesuré dans le sens perpendiculaire au 
méridien. On aura ainsi le rayon osculateur de la ligne géodésique 
dont le premier côté forme un angle quelconque avec le plan du mé- 
ridien. 
Si l'on nomme 2E un angle dont la tangente est -=r 9 on aura 



R = K ■+- v'A* + B 2 cos(2X - 2E) ; 
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le plus grand rayon osculateur répond à X — E; la ligne géodésique 
correspondante forme donc l'angle E avec le plan du méridien. Le plus 
petit rayon osculateur répond à X = ioo°4-E; soit r ce plus petit 
rayon, et r' le plus grand ; on aura 

R = r-f- (r' - r) cos*(A - E), 

\ — E étant l'angle que la ligne géodésique correspondante à R forme 
avec celle qui correspond à r'. 

Nous avons déjà observé qu'à chaque point de la surface de la Terre 
on peut concevoir un ellipsoïde osculateur sur lequel les degrés dans 
tous les sens sont sensiblement les mêmes dans une petite étendue au- 
tour du point d'osculation. Exprimons le rayon de cet ellipsoïde par 

la fonction (*) 

i — asin*ip[i4- Acos2(9-4-6)], 

les longitudes <p étant comptées d'un méridien donné. L'expression 
de l'arc terrestre mesuré dans le sens du méridien sera, par ce qui 
précède, 

e [1 -f- Acos2(<p -t-ê)] (1 -h 3cos2vp — 3esin2^). 

(*) Il y a dans cet alinéa des inexactitudes qui ont été signalées par Bowditch dans 
son édition de la Mécanique céleste; mais les corrections proposées par le consciencieux 
commentateur me paraissent s'écarter du texte de Laplace plus qu'il n'est nécessaire. Il me 
semble préférable de corriger de la manière suivante les formules du texte : 

i° Rayon de l'ellipsoïde, 

1 -f- acos*^[i -4-Acosa(? ■+- 6)]; 
2° Longueur de l'arc terrestre mesuré dans le sens du méridien, 

i-\ [î + hcos2(y -4-6)] (1 — 3cos2\|/-h 3tsin2>p); 

3° Valeur de l'angle zr, 

m 

« = — 2acâsin^ tang^sina(f •+- S); 
4° Valeur du degré mesuré dans le sens perpendiculaire au méridien, 

i°-f-i°.a[i-f- Acos2(f -f- 6)) (i-h sin*^) — 4°.aAcos2(y -+- 6). 

Ces formules peuvent se déduire de celles de l'édition américaine, en prenant pour unité 
ce que Bowditch appelle 1 — a. V. P. 
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Si l'arc mesuré est considérable, et si Ton a observé, comme en France, 
la latitude de quelques points intermédiaires entre les extrêmes, on 
aura par ces mesures et la grandeur du rayon pris pour unité', et la 

valeur de a[i -h Acos2(<p 4- 6)]. On a ensuite, par ce qui précède, 

ci= — 2a ne — ^—^ — -. £1 sm2(©4-6 ; 

COSvJ; VT ' 

l'observation des angles azimutaux aux deux extrémités de Tare fera 
connaître <xAsin2(<p 4- 6). Enfin, le degré mesuré dans le sens perpen- 
diculaire au méridien est 

i°4-i°.a[i4- Acos2(9-f-6)]sin*4' 4-4°« a A* an g* v l' C0S2 (¥ -♦" 6); 

la mesure de ce degré donnera donc la valeur de <xàcos^(ç 4- 6). Ainsi 
l'ellipsoïde osculateur sera déterminé par ces diverses mesures; il serait 
nécessaire, pour un aussi grand arc, d'avoir égard au carré de e dans 
l'expression de l'angle ct, surtout si, comme on Ta observé en France, 
l'angle azimutal ne varie pas proportionnellement à l'arc mesuré; il 
faudrait même alors ajouter à l'expression précédente du rayon de l'el- 
lipsoïde un terme de la forme <x£sin<j/cos<|/sin(9 4- £), pour avoir 
l'expression la plus générale de ce rayon. 

39. La figure elliptique est la plus simple après celle de la sphère; 
on a vu précédemment qu'elle doit être celle de la Terre et des pla- 
nètes, en les supposant originairement fluides, si d'ailleurs elles ont 
conservé, en se durcissant, leur figure primitive; il était donc naturel 
de comparer à cette figure les degrés mesurés des méridiens; mais 
cette comparaison a donné pour la figure des méridiens des ellipses 
différentes et qui s'éloignent trop des observations pour pouvoir être 
admises. Cependant, avant de renoncer entièrement à la figure ellip- 
tique, il faut déterminer celle dans laquelle le plus grand écart des 
degrés mesurés est plus petit que dans toute autre figure elliptique, 
et voir si cet écart est dans les limites des erreurs des observations. 
On y parviendra par la méthode suivante. 
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Soient a (f) , a (î) , a (3) , ... les degrés mesurés des méridiens; soient 
p {î) 9 p w $ p {% \ • • • les carrés des sinus des latitudes correspondantes; 
supposons que, dans l'ellipse cherchée, le degré du méridien soit ex- 
primé par la formule z -hpy; en nommant a? (l) , x {2) , a? (8 \... les erreurs 
des observations, on aura les équations suivantes, dans lesquelles nous 
supposerons que/> (<) ,/> (2) ,/> (,) ,... forment une progression croissante, 

al*) — z—pWy = * (2) > 

(A) { aW — z—pWy—xM, 



a (n) — z — p( n) y = x("\ 



» 

n étant le nombre des degrés mesurés. 

On éliminera de ces équations les deux inconnues z ety f et Ton aura 
n — 2 équations de condition entre les n erreurs x {i \ a? (î) , . . . , œ {n) . Il 
faut maintenant déterminer le système de ces erreurs dans lequel la 
plus grande est, abstraction faite du signe, moindre que dans tout autre 
système. 

Supposons d'abord que l'on n'ait entre ces erreurs qu'une seule 
équation de condition, que nous pouvons représenter par celle-ci 

a-mj^ + nxW ~\-px(*> H-. . ., 

• 

a étant positif. On aura le système des valeurs de x (t) 9 a? (a) ,..., qui 
donne, abstraction faite du signe, la plus petite valeur à la* plus 
grande, en les supposant, au signe près, toutes égales entre elles et 
au quotient de a divisé par la somme des coefficients m, n 9 />,..., pris 
positivement. Quant au signe que chaque quantité doit avoir, il doit 
être le même que celui du coefficient de cette quantité dans l'équa- 
tion proposée. 

Si l'on a deux équations de condition entre ces erreurs, le système 
qui donnera la plus petite valeur possible à la plus grande sera tel 
qu'abstraction faite du signe, toutes ces erreurs seront égales entre elles, 
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à l'exception d'une seule qui sera plus petite que les autres, ou du 
moins qui ne les surpassera pas. En supposant donc que x {t} soit cette 
erreur, on la déterminera, en fonction de a?< a) , at l) f . . . , au moyen de 
l'une des équations de condition proposées; en substituant ensuite 
cette valeur de x {{) dans l'autre équation de condition, on en formera 
une entre a?^, x^ % \...; représentons-la par la suivante 

a étant positif; on aura, comme ci-dessus, les valeurs de xP\ a^*\ . . . , 
en divisant a par la somme des coefficients m, #i f ..., pris positivement, 
et en donnant successivement au quotient les signes de m, /i,.... Ces 
valeurs, substituées dans l'expression de x {l) en x (V 9 xt l \ . . . , donne- 
ront la valeur de x^ { \ et, si cette valeur, abstraction faite du signe, 
n'est pas plus grande que celle de a^ a) , ce système de valeurs sera celui 
qu'il faut adopter; mais, si elle est plus grande, alors la supposition 
que x {t) est la plus petite erreur n'est pas légitime, et il faudra faire 
successivement la même supposition sur xP\ x< 3 \ . . . , jusqu'à ce que 
l'on parvienne à une erreur qui y satisfasse. 

Si l'on a trois équations de condition entre ces erreurs, le système 
qui donnera la plus petite valeur possible à la plus grande sera tel que, 
abstraction faite du signe, toutes ces erreurs seront égales entre elles, 
à l'exception de deux, qui seront moindres que les autres. En suppo- 
sant donc que x {i) et x w soient ces deux erreurs, on les éliminera de la 
troisième des équation^le condition au moyen des deux autres équa- 
tions, et l'on aura une équation de condition entre les erreurs a^ S) , 
xfi h \ ... ; représentons-la par la suivante 

a étant positif. On aura les valeurs de a? (, \ â^ 4) ,..., en divisant a par la 
somme des coefficients m, n, . . . , pris positivement, et en donnant suc- 
cessivement au quotient les signes de m f n,.... Ces valeurs, substituées 
dans les expressions de a? (<) et de x {V en # {1) , x {k \ . . . , donneront les 
valeurs de a^ (l, et de x w 9 et si ces dernières valeurs; abstraction faite 
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du signe, ne surpassent pas a? (3) , on aura le système d'erreurs qu'il faut 
adopter; mais, si l'une de ces valeurs surpasse a? (8) , la supposition que 
x {î) et x {2) sont les plus petites erreurs n'est pas légitime, et il faudra 
faire la même supposition sur une autre combinaison des erreurs a? (< \ 
a^ S) , a? fs) ,..., prises deux à deux, jusqu'à ce que l'on parvienne à une 
combinaison dans laquelle cette supposition soit légitime. Il est facile 
d'étendre cette méthode au cas oii l'on aurait quatre ou un plus grand 

nombre d'équations de condition entre les erreurs # (f) , x {2) 9 x {i \ 

Ces erreurs étant ainsi connues, il sera facile d'en conclure les valeurs 
de z et de y. 

La méthode que nous venons d'exposer s'applique à toutes les ques- 
tions du même genre; ainsi, ayant un nombre n d'observations d'une 
comète, on peut, à son moyen, déterminer l'orbite parabolique dans 
laquelle la plus grande erreur est, abstraction faite du signe, moindre 
que dans toute autre orbite parabolique, et reconnaître par là si l'hy- 
pothèse parabolique peut représenter ces observations. Mais, quand le 
nombre des observations est considérable, cette méthode conduit à de 
longs calculs, et l'on peut, dans le problème qui nous occupe, arriver 
facilement au système cherché des erreurs, par la méthode suivante. 

Concevons que x {i) soit, abstraction faite du signe, la plus grande 
des erreurs a? (f) , a? (2) , ... ; nous observerons d'abord qu'il doit exister 
une autre erreur x {i,) égale et de signe contraire à # (,) ; autrement, on 
pourrait, en faisant varier z convenablement dans l'équation 

a {i) — z — pWy = xW, 

diminuer l'erreur x (i \ en lui conservant la propriété d'être l'erreur 
extrême, ce qui est contre l'hypothèse. Nous observerons ensuite que, 
x {i) et x {if) étant les deux erreurs extrêmes, l'une positive et l'autre 
négative, et qui doivent être égales, comme on vient de le voir, il doit 
exister une troisième erreur x {i ' f) égale, abstraction faite du signe, 
à x {i K En effet, si l'on retranche l'équation correspondante à x ii} de 
l'équation correspondante à x {l '\ on aura 

ait') — a(0 — [pli') — pW)x = *■(/') — *<«. 

Œuvres de L. — II. 18 
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Le second membre de cette équation est, abstraction faite du signe, la 
somme des erreurs extrêmes, et il est clair qu'en faisant varier conve- 
nablement j, on peut la diminuer, en lui conservant la propriété d'être 
la plus grande des sommes que Ton peut obtenir par l'addition ou par 
la soustraction des erreurs x {l \ a? (,) , . . . , prises deux à deux, pourvu 
qu'il n'y ait point une troisième erreur x {i ' f) égale, abstraction faite du 
signe, à x (i) ; or, la somme des erreurs extrêmes étant diminuée, et ces 
erreurs étant rendues égales au moyen de la valeur de z 9 chacune de 
ces erreurs serait diminuée, ce qui est contre l'hypothèse. Il existe 
donc trois erreurs x {i) , x^'\ x {if/) 9 égales entre elles, abstraction faite 
du signe, et dont l'une a un signe contraire à celui des deux autres. 
Supposons que ce soit x {l ' ] \ alors le nombre i' tombera entre les deux 
nombres i et i". Pour le faire voir, imaginons que cela ne soit pas, et 
que i' tombe en deçà ou au delà des nombres i et i". En retranchant 
l'équation correspondante à i' successivement des deux équations cor- 
respondantes à l' et à i", on aura 

a d) - a ui)-[p{i) —pd'^y-xa) -*(/'), 

Les seconds membres de ces équations sont égaux et de même signe; 
ils sont encore, abstraction faite du signe, la somme des erreurs ex- 
trêmes; or il est clair qu'en faisant varier convenablement j, on peut 
diminuer chacune de ces sommes, puisque le coefficient de y a le 
même signe dans les deux premiers membres; on peut d'ailleurs, en 
faisant varier z convenablement, conserver à x {V) la même valeur; x {i) 
et x [i " ] seraient donc alors, abstraction faite du signe, moindres que 
x {l '\ qui deviendrait la plus grande des erreurs, sans avoir d'égale, et 
dans ce cas on peut, comme on vient de le voir, diminuer l'erreur ex- 
trême, ce qui est contre l'hypothèse. Ainsi le nombre i' doit tomber 
entre les nombres i et i". 

Déterminons maintenant lesquelles des erreurs a? (, \ aP\ xP\... sont 
les erreurs extrêmes. Pour cela, on retranchera la première des équa- 
tions (A) successivement des suivantes, et l'on aura cette suite d'é- 



quations 



(B) 
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a (4) __ a (l) _ (pi*)— pi*)) y .-ri X l*) — #<•>, 



Supposons y infini; les premiers membres de ces équations seront né- 
gatifs, et alors la valeur de x {i) sera plus grande que x {2) 9 x {2) 9 ... ; en 
diminuant continuellement y, on arrivera enfin à une valeur qui rendra 
positif l'un de ces premiers membres, qui, avant d'arriver à cet état, 
deviendra nul. Pour connaître celui de ces membres qui le premier 
devient égal à zéro, on formera les quantités 

gi*) — g(Q gO) — q(Q g(4) — g(D 



} __ (<) ; s'il y a plusieurs valeurs égales à 6 (,) , nous considérerons 



Nommons S (l} la plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle soit 

<j(r)__ a (0 
P {r) -P 

celle qui correspond au nombre r le plus grand. En substituant S (<) 
pour y dans la (r — i) ième des équations (B), x {r) sera égal à x {i) 9 et, en 
diminuant y 9 il l'emportera sur x {i) 9 le premier membre de cette équa- 
tion devenant alors positif. Par les diminutions successives de y % ce 
membre croîtra plus rapidement que les premiers membres des équa- 
tions qui la précèdent; ainsi, puisqu'il devient nul lorsque les précé- 
dents sont encore négatifs, il est visible que, dans les diminutions suc- 
cessives dey, il sera toujours plus grand qu'eux, ce qui prouve que x {r) 
sera constamment plus grand que x {t) 9 a? (2) ,..., a? (r ~" i; , lorsque y sera 
moindre que 6 (l) . 

Les premiers membres des équations (B) qui suivent la (r — i) ième 
seront d'abord négatifs, et, tant que cela aura lieu, x {r +*\ x {r + 2) 9 . . . 
seront moindres que x {% \ et par conséquent moindres que x {r) 9 qui de- 
vient la plus grande de toutes les erreurs x (i) 9 x {2) 9 . . ., x {n) 9 lorsque y 
commence à devenir moindre que 6 (f) . Mais, en continuant de dimi- 
nuer y, on parvient à une valeur de cette variable, telle que quelques- 

18. 
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unes des erreurs a? (rM) , x {r +*\... commencent à l'emporter sur x {r} 
Pour déterminer cette valeur de y, on retranchera la r ièm€ des équa- 
tions (A) successivement des suivantes, et Ton aura 

a (/M-2) _ a (r) _ (p{rt-2) — p{r)} y : - x {r+î) ... x (r) f 



on formera ensuite les quantités 

a (r+-i ) __ a (r) «(r+2) __ a (r) 
pCr^'iT:L~p(F) ' pïr±2)~:SJ,\7) ' 

Nommons 6 (a) la plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle soit 
""(>yïr" <ô* s * plusieurs de ces quantités sont égales à 6 (2) , nous suppo- 

serons que r' est le plus grand des nombres auxquels elles répondent. 
Cela posé, at r) sera la plus grande des erreurs x^\ x {2) ,... 9 x {n \ tant 
que y sera compris entre 6 (,) et 6 (a) ; mais lorsqu'en diminuant y on 
sera arrivé à & v 9 alors a? (r,> commencera à l'emporter sur a? (r) et à de- 
venir la plus grande des erreurs. 

Pour déterminer dans quelles limites, on formera les quantités 

aCr'+l) __ a (r') a (r'-»-2) _ a (r') 

Soit ë (î) la plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle soit 
^ } -— - (r -r } -, si plusieurs de ces quantités sont égales à 6 (,) , nous suppo- 
serons que r" est le plus grand des nombres auxquels elles répondent. 
x if,) sera la plus grande de toutes les erreurs depuis y — & %) jusqu'à 
y = &*K Lorsque y = 6 (3) , alors a? (r " ) commence à être cette plus grande 
erreur. En continuant ainsi, on formera les deux suites 

/ *(«>, X (r) y x (r') 9 x (r*) . ,., *(«>, 

(C) 

(oo, 6<«>, 6<»\ 6< 3 >, ..., «(*>, -oo. 

La première indique les erreurs x {% \ x {r \ x {r, \... qui deviennent suc- 
cessivement les plus grandes ; la seconde suite , formée de quantités 
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décroissantes, indique les limites dey entre lesquelles ces erreurs sont 
les plus grandes; ainsi x {i) est la plus grande erreur depuis y = oo jus- 
qu'à y = 6 (l) ; x {r) est la plus grande erreur depuis y = & i} jusqu'à 
y = gw ; a? (r/) est la plus grande erreur depuisj -- &* T jusqu'à y -- 6 (8) : 
ainsi de suite. 

Reprenons maintenant les équations (B), et supposons y négatif et 
infini. Les premiers membres de ces équations seront positifs; x l) sera 
donc alors la plus petite des erreurs x {i K x {2) 9 ... ; en augmentant con- 
tinuellement y, quelques-uns de ces membres deviendront négatifs, et 
alors a^ 4) cessera d'être la plus petite des erreurs. Si l'on applique ici 
le raisonnement que nous venons de faire pour le cas des plus grandes 
erreurs, on verra que, si Ton nomme V l} la plus petite des quantités 

**lzi?l!l f^~a^) ai*) — gin 
piÂT—pi*)' 1 p[*f~pCi)' p(*)l.p(tj* '"' 

et si Ton suppose qu'elle soit — ( ^-~ - ( 7)> s étant le plus grand des 

nombres auxquels répond V f) , si plusieurs de ces quantités sont égales 
à \ (t) ; x {%) sera la plus petite des erreurs depuis y— — oo jusqu'à 
y = V f) . Pareillement, si l'on nomme V 2Î la plus petite des quantités 

a (s+i ) _ a (s) a(^-a> — aW 

'p{s-*-ï)\I. pCi) ' pis+ïj- - pis) ' ' " ' 

et que l'on suppose qu'elle soit - ( -,- } -"■— -- } » 5' étant le plus grand des 

nombres auxquels répond V 2) , si plusieurs de ces quantités sont égales 
à \ w ; at s) sera la plus petite des erreurs depuis j-=V f> jusqu'à y = V 2} , 
et ainsi du reste. On formera de cette manière les deux suites 

/ *<<>, xW, x<*">, xC>, ..., *<«>, 

(») 

( -oo, X0>, X<*>, lf*\ ..., 7Sf>, x. 

La première indique les erreurs x {i) , x {s) 9 x {s,) , . . . qui sont successive- 
ment les plus petites, à'mesure que Ton augmente y; la seconde suite, 
formée de termes croissants, indique les limites des valeurs de y entre 
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lesquelles chacune de ces erreurs est la plus petite; ainsi x (i) est la 
plus petite des erreurs depuis y — — x> jusqu'à y = V l} ; x (,) est la plus 
petie des erreurs depuis y = \ (t) jusqu'à y = \w 9 et ainsi du reste. 
Cela posé, 

La valeur de y qui appartient à l'ellipse cherchée sera Tune des 
quantités € (<) , € (2 \ 6 (,) , . . . , V*\ V 2) , \ (3 >, ... ; elle sera dans la première 
suite, si les deux erreurs extrêmes de même signe sont positives. En 
effet, ces deux erreurs étant alors les plus grandes, elles sont dans la 
suite a? {<) , at r) 9 x {r,) 9 ... ; et, puisqu'une même valeur de y les rend 
égales, elles doivent être consécutives, et la valeur de y qui leur con- 
vient ne peut être qu'une des quantités S (l) , S (S> , . . . , parce que deux de 
ces erreurs ne peuvent être à la fois rendues égales et les plus grandes 
que par l'une de ces quantités. Voici maintenant de quelle manière 
on déterminera celle des quantités 6 (<) , 6 (i) , . . . qui doit être prise 
pour y. 

Concevons, par exemple, que 6 (S) soit cette valeur; il doit alors se 
trouver, par ce qui précède, entre x {ft) et a? (r " } , une erreur qui sera le 
minimum de toutes les erreurs, puisque x {r,) et x {rM) seront les maxima 
de ces erreurs; ainsi, dans la suite x {l) 9 x' s) f a? (, ' ) ,..., quelqu'un des 
nombres 5, s' 9 . . . sera compris entre r' et r". Supposons que ce soit s . 
Pour que x {s) soit la plus petite des erreurs, la valeur de y doit être 
comprise depuis X (l) jusqu'à \ {2) ; donc, si € (1) est compris dans ces 
limites, il sera la valeur cherchée de j, et il sera inutile d'en chercher 
d'autres. En effet, supposons que l'on retranche celle des équations (A) 
qui répond à x (s) successivement des deux équations qui répondent à 
x {f,) et à x (r " } ; on aura 

a <r') - a (s)—(p(r')_p(s)) rz=:X {r') -_*<*>, 
a (r") „ a it) _ [pir*) — pis)) y -_- X tr")- jW. 

Tous les membres de ces équations étant positifs, en supposant y = &*\ 
il est clair que, si l'on augmente y 9 la quantité x ir,) — x {s) augmen- 
tera; la somme des erreurs extrêmes, prise positivement, en sera donc 
augmentée. Si l'on diminue y 9 la quantité a? (r " ) — x {s) en sera augmen- 
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tée, et par conséquent aussi la somme des erreurs extrêmes; S (3) est 
donc la valeur dey qui donne la plus petite de ces sommes, d'où il suit 
qu'elle est la seule qui satisfasse au problème. 

On essayera de cette manière les valeurs de 6 {< \ 6 (2) , 6 (s) , . . . , ce qui 
se fera très-aisément par leur seule inspection, et, si Ton arrive à une 
valeur qui remplisse les conditions précédentes, on sera sûr d'avoir la 
valeur cherchée de y. 

Si aucune des valeurs de 6 ne remplit ces conditions, alors cette va- 
leur de y sera quelqu'un des termes de la suite X (,) , V*\ V s \ — Con- 
cevons, par exemple, que ce soit V a) ; les deux erreurs extrêmes x {s) et 
jcf* seront alors négatives, et il y aura, par ce qui précède, une erreur 
intermédiaire, qui sera un maximum, et qui tombera, par conséquent, 
dans la suite x {î) , x {r \ a? (r/) ,.... Supposons que ce soit x {r \ r étant alors 
nécessairement compris entre 5 et $'\ \ {2) devra donc être compris entre 
g(«) e t gw # g} ce ] a es t f ce sera une preuve que X (2) est la valeur cherchée 

de y. On essayera donc ainsi tous les termes de la suite V a) , V 3) , X (4) ,... t 
jusqu'à ce que l'on arrive à un terme qui remplisse les conditions pré- 
cédentes. 

Lorsque l'on aura ainsi déterminé la valeur de y, on aura facilement 
celle de z. Pour cela, supposons que 6 (a; soit la valeur de y, et que les 
trois erreurs extrêmes soient x ir) , x^ ) et x {s) ; on aura x {s) -- — x (r K 
et par conséquent 

a (r).__ z __ p(r) y _- x (r) y 
a (s) .. . z — p^)y T - — xl r \ 

d'où l'on tire 

_ a< r > -4- a^ p( r ) h- p(*> 

z — — t*; 

2 2 J 

on aura ensuite la plus grande erreur x (r) au moyen de l'équation 

x(n-_- 1- r_ r — r> 

2 2 J 

40. L'ellipse déterminée dans le numéro précédent sert à reconnaître 
si l'hypothèse d'une figure elliptique est dans les limites des erreurs 
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des observations; mais elle n'est pas celle que les degrés mesurés in- 
diquent avec le plus de vraisemblance. Cette dernière ellipse me parait 
devoir remplir les conditions suivantes, savoir : i° que la somme des 
erreurs commises dans les mesures des arcs entiers mesurés soit nulle; 
2 que la somme de ces erreurs prises toutes positivement soit un mi- 
nimum. En considérant ainsi les arcs entiers au lieu des degrés qui en 
ont été conclus, on donne à chacun de ces degrés d'autant plus d'in- 
fluence sur l'ellipticité qui en résulte pour la Terre, que l'arc corres- 
pondant est plus considérable, comme cela doit être. Voici une méthode 
très-simple pour déterminer l'ellipse qui satisfait à ces deux conditions. 
Reprenons les équations (A) du n° 39, et multiplions-les respective- 
ment par les nombres qui expriment combien les arcs mesurés ren- 
ferment de degrés, et que nous désignerons par i (,) , i (a) , i (,) ,.... Soit A 
la somme des quantités i (i) a {i) , i (2) a {2 \ . . . , divisée par la somme des 
nombres i (,) , i w 9 i (,) ,...; soit pareillement P la somme des quantités 
i (i) p (i) , i (2, /> (2) ,..., divisée par la somme des nombres i (l) , i (1) f i (8) ,...; la 
condition que la somme des erreurs i (i) x {i \ i (a, ar (a) ,... est nulle donne 

o =z A -- z — Pjr. 

Si l'on retranche cette équation de chacune des équations (A) du nu- 
méro précédent, on aura de nouvelles équations de la forme suivante : 

o: { H 

bW - - qW y z-z xl*) , 



Formons la suite des quotients -—^ -^> -<ï)»'" # ' et disposons-les sui- 
vant leur ordre de grandeur, en commençant par les plus grands r 
multiplions ensuite les équations (O) auxquelles ils répondent par les 
nombres correspondants e' (l) , i (3) ,...; disposons enfin ces équations ainsi 
multipliées dans le même ordre que ces quotients. Les premiers mem- 
bres de ces équations disposées de cette manière formeront une suite 
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de termes de la forme 

(P) hWy — ci*\ hWy-rt*\ A< s y--c<»>, ..., 

dans lesquels nous supposerons A (i} , A (2) , . . . positifs, en changeant le 
signe des termes où y a un coefficient négatif. Ces termes sont les er- 
reurs des arcs mesurés, prises positivement ou négativement. Gela 
posé, 

Il est clair qu'en faisant y infini, chaque terme de cette suite devient 
infini; mais ils diminuent à mesure que l'on diminue y 9 et finissent par 
devenir négatifs, d'abord le premier, ensuite le second, et ainsi des 
autres. En diminuant toujours y f les termes une fois parvenus à être 
négatifs continuent de l'être, et diminuent sans cesse. Pour avoir la 
valeur de y qui rend la somme de ces termes, pris tous positivement, 
un minimum, on ajoutera les quantités A (l) , h {2 \ . . . , jusqu'à ce que 
leur somme commence a surpasser la demi -somme entière de toutes 
ces quantités; ainsi, en nommant F cette somme, on déterminera r 
de manière que l'on ait 

AO) -f- A<» -f- A< 3 > H- . . . -h hW > £F, 

ACO -+- A<»> -\- A<»> -h ... 4- h(r-o < IF. 

On aura alors y — v^> en sorte que l'erreur sera nulle, relativement 

au degré même qui correspond à celle des équations (0) dont le pre- 
mier membre, égalé à zéro, donne cette valeur de y. 

Pour le faire voir, supposons que l'on augmente y de la quantité iy f 

de manière que j^ -f- 8j soit compris entre , (/w<) et t^- Les r — i 

premiers termes de la série (P) seront négatifs, comme dans le cas de 

y = yr^j; mais, en les prenant avec le signe -h, leur somme diminuera 

de la quantité 

(A<o + A<»> + ... + A(r-o)3 r . 

Le r**"* terme de cette suite, qui est nul lorsque y= ^> deviendra 

OBoms de L.— II. 19 
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positif et égal à h {r) ty; la somme de ce terme et des suivants, qui sont 
tous positifs, augmentera de la quantité 

(Af> h- A"*' > + ...)*/; 
mais on a, par la supposition, 

A<*> -h hw ■+■ . . . ■+- A^ 1 ) < A^ -h A^') ■+- . . . ; 

la somme entière des termes de la suite (P), pris tous positivement, 
sera donc augmeutée, et, comme elle est égale à la somme des erreurs 
i (,) ar co , i (a) ar (a) , . . . des arcs entiers mesurés, prises toutes avec le 
signe +, cette dernière somme sera augmentée par la supposition de 

y = j— -+- ty. Il est facile de s'assurer de la même manière qu'en 
augmentant y, en sorte qu'il soit compris entre , (r _ t) et tut=ï>> ou 

entre , (r _ a) et . ^^ f ■» la somme des erreurs prises avec le signe -h 
sera plus grande que lorsque y = y-^- 

c (r) 

Diminuons présentement y de la quantité fy, en sorte que -r-^ — ty 

soit compris entre j-^ et . (r4 _ l) ; la somme des termes négatifs de la 
série (P) augmentera, en changeant leur signe, de la quantité 

et la somme des termes positifs de la même série diminuera de la 
quantité 

et, puisque l'on a 

A<«> h- A< a > -+- . . . -f- h< r > > A^ : -o -h hc+v -+- . . . , 

il est clair que la somme entière des erreurs prises avec le signe -+- 
sera augmentée. On verra de la même manière qu'en diminuant y, en 
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sorte quil soit entre j^ et j^, ou entre WiT) et j^, ..., la 
somme des erreurs prises avec le signe + est plus grande que lorsque 
y = j^; cette valeur de y est donc celle qui rend cette somme un 

minimum. 
La valeur de y donne celle de z au moyen de l'équation 



* = A-P r . 



\ 



L'analyse précédente étant fondée sur la variation des degrés de l'équa- 
teur aux pôles, proportionnelle au carré du sinus de la latitude, et cette 
loi de variation ayant également lieu pour la pesanteur, il est clair 
qu'elle s'applique aux observations sur la longueur du pendule à se- 
condes. 

41. Appliquons-la d'abord aux degrés déjà mesurés des méridiens 
terrestres. Parmi ces degrés, je considérerai les sept suivants, que 
j'évaluerai en parties de la règle à laquelle on a rapporté Tare mesuré 
depuis Dunkerque jusqu'à Barcelone, pour déterminer l'unité fonda- 
mentale des poids et mesures. Je désignerai par la lettre R cette règle, 
qui est le double de la toise dont Bouguer s'est servi au Pérou. J'ex- 
poserai ensuite la manière dont on a fixé le rapport de cette règle au 
mètre. 

Le premier de ces degrés est celui du Pérou, à zéro de latitude. Sa 
longueur, suivant Bouguer, est de 25538 R ,85; l'arc total mesuré d'où 
ce degré a été conclu est de 3°, 4633. 

Le second est celui du Cap de Bonne-Espérance, mesuré par La 
Caille, et dont le milieu répond à la latitude de 3 7 °, 0093. Sa longueur 
est de 25666 R ,65; l'arc total mesuré d'où ce degré a été conclu est 
i°,3572. 

Le troisième est celui de Pensylvanie, mesuré par Mason et Dixon. 
Son milieu répond à la latitude de 43°, 5556; sa longueur est de 
^5599*, 60; l'arc total mesuré est de i°,6435. 

Le quatrième est celui d'Italie, mesuré par Boscovich et Maire. Son 

J 9- 
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milieu répond à la latitude de 4 7°, 7963; sa longueur est de 2564o R ,55; 
Tare total mesuré est de 2°, 4o34- 

Le cinquième degré est celui de France, mesuré nouvellement par 
Delambre et Méchain. Son milieu répond à la latitude de 5i°,3327; 
sa longueur est de 25658 R ,29; l'arc total mesuré est de io°,7487. 

Le sixième est celui d'Autriche, mesuré par Liesganig. Son milieu 
répond à la latitude de 53°, 0926; sa longueur est de 25683*, 3o; l'arc 
total mesuré est de 3°, 2734. 

Le septième est celui de Laponie, mesuré par Clairaut, Maupertuis, 
Le Monnier, etc. Son milieu répond à la latitude de 7 3°, 7037; en pre- 
nant une moyenne entre les diverses suites de triangles, et en ayant 
égard à la réfraction dans l'évaluation de l'arc céleste, je fixe sa lon- 
gueur à 25832 R ,25; l'arc total mesuré est de i°,o644« 

Voici le tableau de ces degrés disposés suivant Tordre des latitudes : 



Latitudes. 


Longueurs des degrés 



0,0000 


25538*, 85 


37,0093 


25666,65 


43,5556 


25599,60 


47 '79 e3 


2564o , 55 


5i ,33^7 . 


25658,28 


53 , 0926 


25683, 3o 


73,7037 


25832 , 25 



Les équations (A) du n° 39 deviennent donc ici 



(A'ï 



25538,85 -z 
25666,65- z 
25599,60 -- z 
2564o ,55 — 2 
25658,28 -z 
25683, 3o — z 
25832,25 — z 



-^\ 0,00000 
-j\o,3oi56 
-j\o, 39946 
-jr. o,4654i 
-^•.0,52093 
-j\o,5485o 
-j\o, 83887 



. = *(*> 
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Les deux suites (G) du même numéro deviennent 

*<*>, xW, x(t), 

oo , 4 2 ^»79^> 308,202, - - qo , 

et les deux suites (D) deviennent 

x«\ x(*>, xW 9 xW, 

oo, 1 52, 080, 4^3,087, 547,176, 00. 

Il est facile d'en conclure, par le numéro cité, y = 3o8 R ,202, ce qui 
donne ^ pour l'ellipticité de la Terre. On a ensuite 

*(*> = X<V :-: - X(3> — 48% 60. 

Ainsi, de quelque manière que Ton combine les sept degrés précé- 
dents, quelque rapport que Ton choisisse pour celui des axes de la 
Terre, il est impossible d'éviter dans l'ellipse une erreur de 48 R ,6o dans 
les mesures de quelques-uns des degrés précédents; et comme cette 
erreur, étant la limite de celles qui peuvent être admises, est, par cela 
même, infiniment peu probable, il faudrait, dans la supposition d'une 
figure elliptique, admettre des erreurs encore plus grandes que 48 R ,6o. 
Or, en examinant avec attention les mesures de ces degrés, il parait 
difficile de supposer à la fois que, dans chacun des degrés de Pensyl- 
vanie, du Gap de Bonne-Espérance et de Laponie, sur lesquels tombent 
les trois plus grandes erreurs, il s'est glissé une erreur de 48 R ,6o; il 
semble donc résulter des erreurs précédentes que la variation des de- 
grés des méridiens terrestres s'écarte sensiblement de la loi diT carré 
des sinus de la latitude, que donne l'hypothèse des méridiens ellip- 
tiques. 

Déterminons cependant l'ellipse la plus probable qui résulte de ces 
mesures. En multipliant les équations (A') respectivement par les nom- 
bres i (0 , i (2) , i (,) , ... de degrés que renferment les arcs mesurés qui 
leur correspondent, et divisant leur somme par i (l) -h i (1) -+- i (3) H- . . . , 
la condition que la somme des erreurs i (l) ar (,) 4- i w x w -h . . . est nulle 
donne 

o r_ : ^5646", 80 - ■ z — y . o , 437 1 7 ; 
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les équations (0) du numéro précèdent deviennent ainsi 



(0') 



107,954-7.0,43717 - 


^(O, 


19,85 -h^.o, i356i - 


- *<»>, 


47,20 -i-jr. 0,03771 - 


= *<»>, 


6,25 —^.0,02824 


--*<«>, 


1 1 ,48 —^.0,08376 : 


— xW f 


36, 5o — ,y.o, 1 1 133 - 


= *<•>, 


i85,45—j. 0,40 1701 


-JTiT). 



De là il est facile de conclure que la suite des quantités À (l) f A (2) , A (,) ,..., 
disposées suivant Tordre de grandeur des quotients —^ ~7ï) ,-# ' 



est 



0,06198, 0,42757, o,36443» i,5i4o5, 0,90031, o,i84o5, 0,06787. 

• 

Les équations (0') leur correspondent dans Tordre 3, 7, 6, 1, 5, 2, 4; 
la somme des trois premières quantités est plus petite que la demi- 
somme de toutes ces quantités, et la somme des quatre premières la 
surpasse; on a donc x (i) = o, ce qui donne y — 246,93, et par consé- 
quent z — 25538 R ,85; en sorte que Texpression du degré du méridien 
est 25538 R ,85 -f-246 R ,93.sin Q 0, 6 étant la latitude, d'où résulte j— 
pour l'aplatissement de la Terre. Cette expression donne 86 R ,26 pour 
Terreur du degré de Laponie, erreur beaucoup trop grande pour être 
admise; ce qui confirme ce que nous avons dit, savoir, que la Terre 
s'écarte sensiblement de la figure elliptique. 

Les opérations faites nouvellement par Delambre et Méchain, pour 
la mesure de Tare du méridien terrestre compris entre Dunkerque et 
Barcelone, ne laissent, vu leur grande précision, aucun doute à cet 
égard. Voici les principaux résultats de ces opérations. 



Latitudes. 

o 

Montjoui 45»9/5828i 

Carcassonne 481016790 

Évaux 5i ,309414 

Panthéon à Paris. . . 54,274614 

Dunkerque 56, 706944 



Distances au parallèle de Montjoui, 
des parallèles de 



Carcassonne 52749,48 

Évaux 137174,03 

Panthéon 213319,77 

Dunkerque 275792,36 
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Maintenant, soient a (2) , a (,) , a (4) et a (5) ces distances; 8 (f) , 6 (a >, 6<*\ 
fl (4) , 8 ( *> les latitudes, et x {i \ x {2) , x i% \ <rt k) , x w les erreurs dont ces 
latitudes sont susceptibles, et que Ton peut attribuer soit aux observa- 
tions mêmes de la hauteur du pôle, soit aux mesures géodésiques dont 
les erreurs influent sur les latitudes des parallèles supposés distants 
de celui de Montjoui des intervalles a (2) , a (s) , L'arc terrestre com- 
pris entre l'équateur et le parallèle de Montjoui est à très-peu près, 
par ce qui précède, 

s étant la grandeur du degré moyen, et p étant l'aplatissement de la 
Terre réduit en degrés. L'arc compris entre l'équateur et le parallèle 
de Garcassonne sera 

l'arc compris entre les deux parallèles de Carcassonne et de Montjoui 
sera donc 

,[0(») _ 0<o _+. X (2) _ X (t) _ îp(sin20<2> - sinaflfO)]. 

En l'égalant à a iV , on aura 

0(2) _ 0(D + X (%) _ ^(i) „ |psin(0(»> - 0<*>) cos(0<») + 0(O) , .—. 

Les parallèles des autres lieux, comparés à celui de Montjoui, donnent 
trois équations semblables. En substituant ensuite les nombres corres- 
pondants, on aura les quatre équations suivantes 

2»,o585o9 -+- *<») - jpiO - p. 0,0045829 = s »749^>4 f t 



(B) 



5»,35i i33 -t- x<»> - *<•> - p.o,oo54o36 = — 7 '^*' 03 , 

8°, 3 1 6333 )-*(*> — 3T(0 + p. ,0007l52rr: 2f33l9>,77 > 

io", 748663 h- xW - *(•) + p. o,oio54 9 i = a 7S79»*»36 . 

5 

Si l'on applique à ces équations la première méthode que nous avons 
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donnée au commencement du n° 39, on trouve que, dans l'hypothèse 
elliptique qui donne un minimum pour la plus grande erreur, on a 

l'aplatissement p = -g— -> et le degré correspondant au parallèle 

moyen égal à 2564<) R ,8. Les observations ont été faites avec tant de 
précision qu'elles ne sont pas susceptibles des erreurs précédentes, 
quoique fort petites; il paraît donc qu'on doit les attribuer, au moins 
en partie, à des causes qui écartent la figure de la Terre de celle d'un 
ellipsoïde. Mais ce qui le prouve incontestablement, c'est l'aplatisse- 
ment -5— g que l'ensemble de ces erreurs donne à la Terre, aplatisse- 
ment qui ne peut subsister ni avec les phénomènes de la pesanteur, ni 
avec ceux de la précession et de la nutation ; car ces phénomènes ne 
permettent pas de supposer à la Terre un aplatissement plus grand que 
dans le cas de l'homogénéité, ou au-dessus de ^. 

Si dans les équations (B) on fait p -- ~^, ou, en degrés, p = o°, 27691 , 
et si l'on suppose 



IOOOO 

s— — -- -» 

i°.r 



elles donnent les suivantes 



o , 000000 -- z — jr, o , 000000 -- — x^ K >, 
2,057240 — z — y* 5,274948 r - — x&\ 
5,349637 — z -y. 13,717403 -- — x(*\ 
8,3i653i — z —jr.21 ,331977 — - — x( k \ 
io,75i583 - z — y. 27, 579236= — x(*\ 

Ces équations rentrent dans les équations (A) du n° 39, avec la seule 
différence du signe des erreurs x {i) , a? (2) ,.... En y appliquant la seconde 
méthode exposée dans ce numéro, les deux suites (C) du même nu- 
méro deviennent 

-«(o, -*<»>, -*<•), —*<»>, 

qo, o°, 390002, o°, 389981, o°, 389699, — 00, 
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et les deux suites (D) deviennent 

— oo , o°, 389843, 00 , 

d'où Ton tire 

— tf(0 — — *C5) ~ tf<3) r — 9^,98, 
• % r=0,389843, 

et le degré sur le parallèle de 5o° égal à 2565i R , 33. 

Une erreur de 9", 98 est beaucoup trop grande pour être admise; 
ainsi l'aplatissement ^ et, à plus forte raison, des aplatissements 
moindres, ne peuvent pas se concilier avec les mesures précédentes; 
il est donc bien prouvé que la Terre s'éloigne très-sensiblement d'une 
figure elliptique. Mais il est très-remarquable que les mesures faites 
nouvellement en France et en Angleterre, avec une grande précision, 
dans le sens des méridiens et dans le sens perpendiculaire aux méri- 
diens, se réunissent à indiquer un ellipsoïde osculateur dont l'ellipti- 
cité est t^, et le degré moyen est égal à 2564<) R ,8. 

Pour représenter avec ces données les mesures des degrés entre 
Dunkerque et le Panthéon, le Panthéon et Évaux, Évaux et Carcas- 
sonne, enfin Carcassonne et Montjoui, il ne faut qu'altérer d'environ 
4", 4 les latitudes observées. Le degré perpendiculaire au méridien, à 
la latitude de 56°, 3 1 44» devient 25837 R ,6, et, par des opérations très- 
exactes faites en Angleterre, on l'a trouvé de 25833*, 4- H parait donc, 
par cet accord, que l'aplatissement considérable de l'ellipsoïde oscula- 
teur en France ne dépend point des attractions des Pyrénées et des 
autres montagnes situées au midi de la France; il tient à des attrac- 
tions beaucoup plus étendues, dont l'effet est sensible au nord de la 
France et même en Angleterre, comme en Autriche et en Italie; car 
tous les degrés mesurés dans cette partie de la surface de la Terre sont, 
à 8 R ou 9 R près, représentés par l'ellipsoïde osculateur dont on vient 
de parler. 

Il parait encore, par les diverses observations azimutales faites sur 
l'arc du méridien terrestre, depuis Dunkerque jusqu'à Montjoui, que 

Œuvres de L. — II. 20 



• r 
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l'ellipsoïde oscillateur n'est pas exactement un solide de révolution. En 
appliquant à ces observations les formules du n° 38 et les méthodes 
précédentes, on pourra déteri#ner l'ellipsoïde osculateur qui satisfait 
à la fois aux observations des azimuts et des latitudes. Nous nous bor- 
nerons ici à remarquer que la mesure d'une perpendiculaire à la mé- 
ridienne de l'Observatoire, faite dans la plus grande largeur de la 
France, par les moyens que Ton vient d'employer dans la mesure de 
la méridienne, en observant sur plusieurs points les azimuts et les lati- 
tudes, fournirait sur l'excentricité de cet ellipsoïde, dans le sens des 
parallèles, des données beaucoup plus certaines, et qu'il est par con- 
séquent à désirer que Ton ajoute cette nouvelle mesure à la précé- 
dente. Les observations azimutales que l'on a déjà faites prouvent que 
les méridiens ne sont point semblables, et, si l'on compare le degré 
du Cap de Bonne -Espérance aux degrés mesurés dans l'hémisphère 
boréal de la Terre, il y a lieu de croire que les deux hémisphères, bo- 
réal et austral, sont différents entre eux. La figure de la Terre est donc 
très-composée, comme il est naturel de le penser, lorsque Ton fait at- 
tention aux grandes inégalités de sa surface, à la différente densité des 
parties qui la recouvrent, et aux irrégularités du contour et de la pro- 
fondeur des mers. 

Pour conclure la grandeur du quart du méridien terrestre de l'arc 
compris entre Dunkerque et Montjoui, il faut adopter une hypothèse 
sur la figure de la Terre, et, au milieu des irrégularités que cette figure 
présente, l'hypothèse la plus naturelle et la plus simple est celle d'un 
ellipsoïde de révolution. En partant de cette hypothèse, le quart du 
méridien serait à très-peu près égal à cent fois l'arc mesuré entre Dun- 
kerque et Montjoui, divisé par le nombre de ses degrés, si son milieu 
correspondait a 5o° de latitude; mais il est un peu plus au nord : il 
en résulte, dans la longueur du quart du méridien, une petite cor- 
rection qui dépend de l'aplatissement de la Terre. On a choisi l'ellip- 
ticité que donne la comparaison de l'arc mesuré en France avec l'arc 
mesuré à l'équateur, et qui, par sa position et son éloignement, par 
son étendue et par les soins que plusieurs excellents observateurs ont 
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apportés à sa mesure, doit être préféré pour cet objet. L'ellipticité 
que cette comparaison donne est y^; te quart du méridien, conclu de 
Tare mesuré entre Dunkerque et Montjoui, est ainsi égal à 256537o R . 
Le mètre étant la dix-millionième partie de cette longueur, est par con- 
séquent o E , 256537» ou o tohe ,5i3o74, la toise étant celle qui a servi a 
la mesure de la Terre au Pérou, rapportée à la température de 16 de- 
grés et un quart du thermomètre à mercure divisé en 100 degrés, de- 
puis la température de la glace fondante jusqu'à celle de l'eau bouil- 
lante sous une pression équivalente à celle d'une colonne de mercure 
de 76 centimètres de hauteur. Au moyen de cette valeur, il sera facile 
de traduire en mètres toutes les mesures précédentes, et généralement 
celles qui sont exprimées en toises. 

Quelle que soit la figure de la Terre, on voit par les observations 
que, dans chaque hémisphère, les degrés vont en diminuant des pôles 
à l'équateur, ce qui exige une augmentation correspondante dans les 
rayons terrestres, et par conséquent un aplatissement dans le sens des 
pôles. Pour le faire voir, concevons, pour plus de simplicité, que la 
Terre soit un sphéroïde de révolution : le rayon osculateur du méri- 
dien, au pôle, sera dirigé suivant Taxe de révolution; ensuite il dimi- 
nuera sans cesse, jusqu'à ce qu'il devienne perpendiculaire à l'axe, et 
alors il sera dans le plan de l'équateur. Ces divers rayons forment, par 
leur intersection commune, la développée du méridien terrestre, dont 
les deux tangentes extrêmes sont la première dans l'axe du pôle, et la 
seconde dans l'axe de l'équateur. Nommons a et a' ces deux tangentes, 
prises depuis l'intersection de l'axe du pôle avec le diamètre de l'équa- 
teur, intersection que nous prendrons pour le centre de la Terre. Nom- 
mons encore R et IV les rayons osculateurs du méridien au pôle boréal 
et à l'équateur, et r et r' les rayons menés du centre de la Terre à ces 
deux points. Nous aurons évidemment r— R — a, r'= R'-h a', d'où 
l'on tire 

La développée est convexe vers l'axe du pôle, puisque les rayons oscu- 

20. 
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lateurs et les degrés du méridien vont en diminuant des pôles à l'équa- 
teur; de plus, Tare entier de la •développée est moindre que la somme 
a -t- a' de ses deux tangentes extrêmes; or R — R' est égal à cet are; 
r'—r est donc une quantité positive. Si Ton nomme r" le rayon mené 
du centre de la Terre au pôle austral, on verra de la même manière 
que r'— r" est positif; ir' est donc plus grand que r+f, c'est-à-dire 
que le diamètre de l'équateur est plus grand que Taxe des pôles, ou f 
ce qui revient au même, la Terre est aplatie dans le sens des pôles. 

Si Ton considère un arc infiniment petit du méridien comme un arc 
de cercle, et si Ton conçoit tracée la circonférence dont cet arc fait 
partie, l'extrémité de l'arc la plus voisine du pôle sera plus près que 
l'autre extrémité du point de la circonférence le plus voisin du centre 
de la Terre, d'où il est facile de conclure que le rayon terrestre mené 
à la première extrémité est moindre que le rayon mené à la seconde 
extrémité, c'est-à-dire que les rayons terrestres vont en augmentant 
des pôles à l'équateur. 

a -h a' est moindre que 2(R~ R'); ainsi r'— r est plus petit que 
R — R'; la différence des rayons terrestres du pôle et de l'équateur est 
donc moindre que la différence des rayons oscillateurs correspondants, 
en sorte que les degrés des méridiens croissent de l'équateur aux pôles 
dans un plus grand rapport que celui suivant lequel les rayons terres- 
tres diminuent. Il est facile d'étendre les mêmes raisonnements au cas 
où la Terre ne serait point un solide de révolution. 

42. Considérons présentement les longueurs observées du pendule 
à secondes. Parmi ces longueurs, je choisirai les quinze suivantes : les 
deux premières ont été déterminées par Bouguer, l'une à l'équateur au 
Pérou, l'autre à Portobello; la troisième a été déterminée par Le Gentil 
à Pondichéry; la quatrième a été conclue de celle de Londres par la 
comparaison des oscillations d'un pendule invariable transporté de 
Londres à la Jamaïque par Campbell; la cinquième a été déterminée 
par Bouguer, au Petit-Goave; la sixième par La Caille au Cap de Bonne- 
Espérance; la septième par Darquier à Toulouse; la huitième par Lies- 
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ganig à Vienne en Autriche; la neuvième à Paris par Bouguer; la 
dixième à Gotha par Zach ; la onzième a été conclue de celle de Paris 
par la différence des oscillations d'un pendule invariable transporté de 
Londres à Paris; la douzième et la quatorzième ont été conclues de la 
même manière de celle de Paris, par les observations de Mallet, à Pé- 
tersbourg et à Pqpoï ; la treizième a été semblablement conclue de celle 
de Paris, par Grischow, à Arensberg; enfin, la quinzième a été déter- 
minée suivant le même procédé, par les académiciens français qui ont 
mesuré le degré du méridien en Lapon ie. 

Les neuf mesures absolues ont l'avantage d'avoir été faites suivant la 
même méthode, qui consiste à observer les oscillations d'un poids sus- 
pendu à l'extrémité inférieure d'un fil de pite très-mince, d'un mètre 
environ de longueur, et saisi par une pince à son extrémité supé- 
rieure. Toutes ces mesures peuvent être considérées comme ayant été 
prises au niveau des mers. Je les ai réduites au vide et à la même tem- 
pérature; ainsi, dans le cas même où elles laisseraient quelque incerti- 
tude sur la longueur absolue du pendule à secondes, l'uniformité de la 
méthode doit donner avec précision la loi des variations de cette lon- 
gueur, l'un des principaux objets à connaître. Les huit autres mesures 
ont été conclues par la comparaison d'un pendule invariable observé 
à Paris, et transporté dans les lieux correspondants à ces mesures. 

C'est à la longueur du pendule observée à Paris par Bouguer, et 
prise pour unité, que j'ai rapporté les autres, qui expriment encore 
les rapports des poids d'un même corps, transporté successivement 
dans ces divers lieux, à son poids à Paris, pris pour unité de poids. 



latitudes. 


Longueurs 


du pendule à secondes. 




o,*o 




0,99669 


10,61 




0,99689 


i3,25 




0,99710 


20,00 




0,99745 


20, 5o 




o>997 28 


37,69 




0,99877 


48,44 




0,99950 
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Latitudes. 

53°5 7 
54,26 
56,63 
57,22 
64,72 
66,60 
74,22 
74,53 



Longueurs du pendule à secondes. 

°»999 8 7 
1 ,00000 

1 ,00006 

1 ,00018 

1,00074 
1,00101 
1,00137 
1,00148 



Les équations (A) du n° 39 deviennent donc ici f) 



/ k*\ 



°»99 66 9- 
°»99 68 9- 
'997 IQ - 
'99745- 

°'997 2fi - 
0,99877 

O1999 50 

1 ,00000 - 
1 ,00006 
1,00018- 

1,00074 - 
1 ,00101 - 
1 ,00137 -- 
■ 1,00148- 



z 
z 
z 
z 
z 



— r. 0,00000 



— z 






r° 
r° 

r° 

r° 
■jr.o 

■y.o 

y.o 
jr.o 



02752 
04270 

°9 5 49 
10016 

3n42 

47551 

55596 

56672 

57624 

61244 
72307 

74909 

84478 

84829 



^x<«>, 

. x<», 

- xl*\ 

:=X<*\ 

x<*>, 

X<«>, 
^ X™ 9 

X<»>, 
-X<*>, 
"X<«*>, 

-.x<">, 

:X< ia >, 

X<«*\ 
;x(««>, 

X<«*>. 



Les deux suites (C) du même numéro deviennent 

.r». x<»>, xW, x<«>, * xt">, x<">, 

*, —0,0096019, ~ o.oo663o4, - 0,0061 i3i, -o.oo5u8i. 0,0047379, — x, 



{*) Les calculs qui suivent, jusqu'à la fin du n° 4i, ont été réimprimés ici tels qu'on les 

lit dans l'édition princeps. On croit cependant devoir avertir qu'il s'y est glissé des foutes qui 

affectent notablement les conclusions de l'Auteur. C'est ainsi que le coefficient 0,57624 de 

-*\ dans la dixième des équations [ À"), doit être remplacé par 0,60339. On P eni consulter. 

au sujet de ces erreurs, l'édition de Bowditch. [Note de r Editeur.) 
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et les deux suites (D) deviennent 



• • i 



*<'), *(">, jt( |5) , 

— », : o,oo5539g, -■ - o , o3 1 33<)o, --00. 

Il est facile d'en conclure, par le numéro cité, que y 0,0055399. 
On trouve ensuite 

#(•) ,r(0 x( { *)-- 0,00018, 

Z: 0,99687. 

Ainsi, de quelque manière que Ton combine les quinze mesures pré- 
cédentes, on ne peut éviter une erreur moindre que 0,00018, dans 
l'hypothèse où les variations de la pesanteur croissent de l'équateur 
aux pôles proportionnellement au carré du sinus de la latitude. Cette 
erreur est dans les limites de celles dont ces mesures sont susceptibles, 
et l'on voit qu'elle est beaucoup moindre que l'erreur correspondante 
des mesures des degrés des méridiens, ce qui confirme ce que la théo- 
rie nous a indiqué dans le n° 33, savoir, que les termes de l'expression 
du rayon terrestre qui écartent la figure de la Terre de l'hypothèse 
elliptique sont beaucoup moins sensibles dans la longueur du pendule 
à secondes que dans la grandeur des degrés des méridiens. 

On a vu, dans le n° 34, qu'en partant de l'hypothèse elliptique, l'el- 
lipticité de la Terre est égale à cinq demis du rapport de la force cen- 
trifuge à la pesanteur, moins la valeur de y : ce rapport est ^; l'el- 
lipticité est donc égale à o,oo865 — y : en substituant pour y sa valeur 

précédente, on a , — rz pour l'ellipticité de la Terre, qui rend un mi- 
nimum la plus grande erreur des mesures précédentes. 

Déterminons par la méthode du n° 40 l'ellipse la plus vraisemblable 
qui résulte de ces mesures. Si l'on ajoute les équations (A"), et que 
Ton divise leur somme par i5, on aura 

° r - °<999 23 z ■■- 7-0,43529; 
c'est l'équation de condition nécessaire pour que la somme des erreurs 
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soit nulle. Les équations (0) du n° 40 deviendront ainsi 



(0") 



o , 00254 
0,00234 
0,0021 3 
0,00178 
0,00195 
o , 00046 
0,00027 
o , 00064 
0,00077 
o , ooo83 
o , 00095 
o,ooi5i 
0,00178 

0,00214 
0,00225 



-f-7. 0,43529 
7.0,40777 
7.0,39259 
f-j. 0,33980 
7.o,335i3 
7.0,12387 

— 7.0,04022 

— 7.0, 12067 

— 7.0, i3i43 

— 7.0, i4°95 

— 7.0,17715 
— 7.0,28778 

— 7.o,3i38o: 

— 7.0,40949 

— 7.o,4i3oo 



= x(* 
= x<* 

-X<* 

-xC 

:~ Xl* 
= *<• 

= x("\ 
-x^\ 
^xl**\ 
-x<**\ 
-x(**K 



De là il est facile de conclure que la suite des quantités A (,) , À (î) , A (,) ,... 
du n° 40 est 

0,0067131, o,oo58886, c,oo58586, o,oo58352, o,oo58i86, 
o,oo57385, 0,0056724, o, oo544 79» o,oo54255, 0,0053627, 
o,oo53o37, 0,0052471, o,oo52384y 0,0052260, 0,00371 36. 

Les équations (0") leur correspondent dans l'ordre 7, 10, 9, 1, 5, 2, 

1 3, 1 5, 3, 11, 8, 12, 4» I 4» 6; la somme des six premières est plus 

petite que la demi-somme de toutes ces quantités, et la somme des sept 

premières surpasse cette demi-somme; la septième quantité répond à 

la treizième des équations (A"); on a donc, par le n° 40, af n) = o, et 

par conséquent 

jr— 0,0056724, z = 0,99676, 

ce qui donne ^ — g pour l'ellipticité de la Terre. Cela s'accorde d'une 

manière remarquable avec l'ellipticité conclue des mesures de France 
et de l'équateur. Il parait donc, par les observations du pendule, que 
la Terre est beaucoup moins aplatie que dans le cas de l'homogénéité, 
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et que le rapport de ses axes ne peut pas être supposé plus grand que 
celui de 32o à 32 1, qui donne les plus petites erreurs dans les lon- 
gueurs précédentes. L'ellipse la plus vraisemblable qui résulte de ces 
observations est celle dont les axes sont dans le rapport de 335 à 336 : 
l'expression de la longueur du pendule est alors, par ce qui précède, 

( e) o, 99676 -h o , 0056724 . sin 2 ty, 

<j; étant la latitude. 

Il ne s'agit plus que de multiplier cette expression par la longueur 
absolue du pendule à l'équateur, divisée par 0,99676, pour avoir sa 
longueur absolue dans un lieu quelconque dont la latitude est <\>. Bou- 
guer a trouvé cette longueur absolue à l'équateur égale à o m , 73961 5; 
mais il y a lieu de penser que sa méthode donne au pendule une trop 
grande longueur, parce qu'à raison de l'épaisseur du fil et de la petite 
résistance qu'il oppose à sa flexion, le centre des oscillations doit être 
un peu au-dessous du point de suspension. Borda, qui a déterminé 
par un moyen très-précis la longueur du pendule à secondes à l'Ob- 
servatoire de Paris, l'a trouvée égale à o m , 741887. En la divisant par 
0,99676 + 0,0056724 . sin 2 v[/, ty étant ici la latitude de l'Observatoire, 
on a o m , 741905; c'est le facteur par lequel on doit multiplier la for- 
mule (e), qui donne ainsi la longueur absolue du pendule dans un 
lieu quelconque, égale à o m , 73g5o2 -i- o m , 004208. sin* ^. 

Nous remarquerons ici que les mêmes anomalies que présentent les 
divers degrés mesurés depuis Dunkerque jusqu'à Barcelone, et dont la 
cause est sans doute l'irrégularité des parties de la Terre, se retrouvent 
dans les longueurs observées du pendule; car Grischow a observé à 
Pétersbourg et à Arensberg, sous des latitudes très -peu différentes 
entre elles, des variations dans ces longueurs, sensiblement plus 
grandes que celles qui résultent de la loi précédente de la variation 
du pendule de l'équateur aux pôles. 

Ces anomalies de la variation de la pesanteur disparaissent à très-peu 
près à de grandes distances, pour ne laisser apercevoir que la loi de 
variation proportionnelle au carré du sinus de la latitude. On a vu, 
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dans le n° 33, que, l'expression du rayon terrestre étant 

i+«(Y<*> + Y<»> + Y<«>-h...)i 

l'expression de la longueur du pendule à secondes est 

L -*- «L(YW + 2 Y(«> 4- 3Y<«» -+-...)-+- f cafL (pi» - i) ; 

ainsi, les observations de la longueur du pendule donnant cette lon- 
gueur à très-peu près proportionnelle à jx.*, Y w est à très-peu près égal 
à — à((jl 2 — j). La Terre tournant autour d'un de ses axes principaux, 
Y (a) doit être, par le n° 32, de la forme 

— A(/x* — y) -h A ,v (i — /x*) C0S2&; 

les observations sur le pendule nous montrent donc que h ir est très- 
petit relativement à À; elles nous apprennent encore que Y (,) , Y (4) , . . . 
sont très-petits par rapport à Y (3} , et qu'ainsi on peut les négliger dans 
l'expression du rayon terrestre, et même dans celles de la pesanteur 
et de la parallaxe; mais, en même temps, les diverses mesures des 
degrés des méridiens indiquent que ces termes deviennent sensibles 
dans l'expression de ces degrés, à raison de la grandeur des coefficients 
qui les multiplient dans cette expression. 

43. Considérons présentement Jupiter, dont l'aplatissement très- 
sensible a été déterminé avec exactitude. Si l'on suppose d'abord cette 
planète homogène, on déterminera son ellipticité par l'équation (2) 
du n° 18, 

°- 9 ^3^ ^ arctaDgX> 



v/i -h V étant le rapport de l'axe de l'équateur à celui du pôle. Pour 
conclure * de cette équation, il faut déterminer q\ or, en nommant D 
la distance du quatrième satellite de Jupiter à son centre, et T la durée 
de sa rotation exprimée en parties du jour, la force centrifuge de ce 
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satellite sera égale à la masse M de Jupiter divisée par D*. Mais cette 
force centrifuge est à la force centrifuge g due à la rotation de Jupiter 

et considérée à la distance i de Taxe de rotation comme jï est à — > 

t étant la durée de la rotation de Jupiter exprimée en fraction de jour; 

on a donc 

MT» 

On a, parle n° 19, M = jw**(n-X a ); partant, 

Nous supposerons avec Newton, d'après les mesures de Pound, la dis- 
tance du quatrième satellite égale à 26,63 demi-diamètres de l'équa- 

teur de la planète, ce qui donne ^'J~ — = J *i ï on a ensuite 

t rroi° UT ,4i377, T= i6i ott ™, 68902; 

on aura donc 

ç = o,o86i45o(i-f-X a )" ï , 

et l'équation en >. devient 

o = 9 X-t- °' f 7^g^ ! -.( 9 -4-3Xa)arctangX, 

d'où l'on tire X = 0,481, et par conséquent, Taxe du pôle étant pris 
pour l'unité, l'axe de l'équateur est 1,10967. 

Suivant les observations de Pound, rapportées par Newton, Taxe de 
l'équateur de Jupiter est 1,0771; Short a trouvé, par ses observations, 
cet axe égal à 1,0769; enfin, par les mouvements des nœuds et des 
périjoves des satellites de Jupiter, on trouve 1,0747 pour ce même axe, 
qui, comme on le verra dans la théorie des satellites de Jupiter, est 

déterminé par ce moyen avec beaucoup plus de précision que par les 

21. 
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mesures directes. Ces divers résultats concourent à faire voir que Jupi- 
ter est moins aplati que dans le cas de l'homogénéité, et qu'ainsi sa 
densité croit, comme celle de la Terre, de la surface au centre. 

On a vu dans le n° 30 que, si les planètes ont été primitivement 
fluides, comme il est naturel de le supposer, les limites de leur ellip- 
ticité sont fa<p et £a<p, en sorte que, Taxe du pôle étant i, Taxe de 
l'équateur est compris entre i4-j*<p et i-f- £a<p, la première de ces 
limites répondant au cas de l'homogénéité; et comme cette limite est, 
par ce qui précède, 1,10967, on a fa<p ~ 0,10967, ce qui donne 
1,10967 et 1,04387 pour les deux limites entre lesquelles l'axe de 
l'équateur doit être compris; or les axes précédents, donnés soit par 
les mesures directes, soit par le mouvement des nœuds des orbes des 
satellites de Jupiter, sont renfermés dans ces limites; ainsi la théorie 
de la pesanteur est sur ce point parfaitement d'accord avec les obser- 
vation^ 

Il suit encore du n° 30 que si, Jupiter et la Terre étant supposés 
fluides, leurs densités respectives à des distances de leurs centres pro- 
portionnelles à leurs diamètres sont dans un rapport constant, la loi 
de leurs ellipticités sera la même; et, l'ellipticité étant l'excès de Taxe 
de l'équateur sur celui du pôle pris pour unité, le rapport des ellipti- 
cités de Jupiter et de la Terre sera le même, quelle que soit la loi des 
densités. Or, dans le cas de l'homogénéité, les ellipticités sont, par ce 
qui précède et par le n° 19, comme 0,10967 est à o,oo43344u en sup- 
posant donc l'ellipticité de Jupiter égale à 0,0747, telle que la donne 

le mouvement des nœuds de ses satellites, on aura ^ — pour l'ellip- 
ticité de la Terre, correspondante à la même loi de densité. Cette ellip- 
ticité serait ^-g — > si l'on adoptait l'ellipticité de Jupiter qui résulte 

des mesures de Pound. Ces divers résultats sont d'accord avec ceux 
que nous ont donnés les observations du pendule; ainsi l'analogie de 
Jupiter avec la Terre concourt avec ces observations pour nous faire 
voir que l'aplatissement du sphéroïde terrestre est au-dessous de ^, 
et même au-dessous de j^ : on verra dans le cinquième Livre ce résul- 
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tat confirmé par les phénomènes de la précession des équinoxes et de 
la nutation de Taxe de la Terre. 

Nous traiterons de la figure de la Lune dans le cinquième Livre, en 
considérant les mouvements du sphéroïde lunaire autour de son centre 
de gravité» les seuls phénomènes qui nous donnent quelques lumières 
sur cette figure, trop peu différente de la sphère pour qu'elle puisse 
être déterminée par l'observation directe. 
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CHAPITRE VI. 



DE LA FIGURE DE i/ ANNEAU DE SATURNE . 



44. L'anneau de Saturne est une couronne circulaire d'une très- 
mince épaisseur, dont le centre est le même que celui de la planète, 
et dont la largeur paraît être environ le tiers du diamètre de Saturne, 
la distance du bord intérieur à la surface de cette planète étant à peu 
près égale à cette largeur. La surface de l'anneau est divisée en deux 
parties presque égales par une bande obscure qui lui est concentrique, 
et qui prouve que l'anneau est formé de deux anneaux concentriques, 
et même d'un plus grand nombre, si l'on s'en rapporte aux observa- 
tions de Short, qui assure avoir aperçu, avec un fort télescope, la sur- 
face de l'anneau extérieur divisée par des bandes obscures qui lui sont 
concentriques. Nous supposerons, comme dans les recherches précé- 
dentes, qu'une couche infiniment mince de fluide, répandue sur la sur- 
face de ces anneaux, y serait en équilibre en vertu des forces dont elle 
serait animée ; il est, en effet, contre toute vraisemblance de supposer 
que ces anneaux ne se soutiennent autour de Saturne que par l'adhé- 
rence de leurs molécules; car alors leurs parties les plus voisines de la 
planète, sollicitées par l'action toujours renaissante de la pesanteur, se 
seraient, à la longue, détachées des anneaux, qui, par une dégradation 
insensible, auraient fini par se détruire, ainsi que tous les ouvrages 
de la nature qui n'ont point opposé des forces suffisantes a l'action des 
causes étrangères. C'est par les conditions de l'équilibre de ce fluide 
que nous allons déterminer la figure des anneaux. 

On peut concevoir chaque anneau comme produit par la révolution 
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d'une figure fermée» telle que l'ellipse, mue perpendiculairement à son 
plan, autour du centre de Saturne placé sur le prolongement de l'axe 
de cette figure. Nous supposerons cet axe très-petit par rapport à la 
dtstance de son centre à celui de la planète. On a vu, dans le n° 11 du 
second Livre, que, x, y, z étant les trois coordonnées orthogonales 
d'un point attiré par un sphéroïde, et Y étant la somme des molécules 
du sphéroïde divisées par leurs distances à ce point, on a 

_d*V d 2 V d 2 \ 

° "~ dx 2 + dy 2 ~*~ dz 2 ' 

Si, le sphéroïde étant de révolution, l'axe des z est Taxe même de ré- 
volution, et si l'on fait r* = o? a -hy*, V devient fonction de z et de r, 
puisque cette fonction doit rester la même quand r et z sont les mêmes ; 
on a donc alors 

d 2 \ y 2 àV x 2 d 2 V 



dx 2 ' r» dr r 2 dr 2 

d*V _ x* dV y 2 d 2 V > 
dy 2 ~~~ r 3 dr r 2 dr 2 ' 



l'équation précédente deviendra ainsi 



i dV d 2 \ d 2 \ 



o= - 



r dr dr 2 dz 2 ' 

c'est l'équation relative au sphéroïde de révolution. 

Si l'on fait r~ a -h u, a étant la distance du centre de Saturne au 
centre de la figure génératrice de l'anneau, on aura 

_ _L_ dY d 2 V d 2 \ 
[l) °~ a-f-a du^ du 2 "*~ dz 2 ' 

et, si l'on suppose les coordonnées u et z très-petites par rapport au 
rayon a, on aura, à fort peu près, 

°^'du 2 + dz 2 ' 

c'est l'équation relative aux cylindres d'une longueur infinie de chaque 
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côté de l'origine des u et des z, et l'on voit que ce cas est à fort peu 
près celui de l'anneau, quand le point attiré est voisin de sa surface. 
Cette équation donne, en l'intégrant, 

<p(u) et <\>(u) étant des fonctions arbitraires de u. On peut mettre cette 
expression de u sous la forme suivante 

/(u)*et Y(u) étant des fonctions réelles de u. "Si la figure génératrice 
du cylindre est formée de deux parties égales et semblables de chaque 
côté de l'axe des u, alors l'expression de Y reste la même, en y chan- 
geant le signe de z; ainsi l'on a, dans ce cas, 

V :-f{u -h Z y^) H-/(« - Z V^)- 

Pour déterminer la fonction /(#)• H suffit de connaître la valeur 
de Y, lorsque z = o, ou lorsque le point attiré est sur le prolongement 
de Taxe des u, et l'on verra bientôt que la détermination de cette fonc- 
tion se réduit aux quadratures des courbes. 

La valeur de V relative aux cylindres ne doit être considérée que 
comme une approximation par rapport aux anneaux; mais, en la substi- 
tuant dans l'équation (i), il est facile d'en conclure des valeurs de Y 
successivement plus approchées. Si l'on fait dans cette équation 

u -+- z ^—i —s, u — z y '— i = s' f 
elle deviendra 

dsôs' ia -t- s -h s' \ ds as' ) 
Soit 

a a' 1 



. . . , 



on aura, en comparant les puissances semblables tfe -> les équations 
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suivantes 



= 2 



1 (dV dV'\ 



= 2 



dsds' 

dsds' + 2 \ ds + as' ) 4 \ as + <fr' / 



Ces équations donneront, en les intégrant, les valeurs de V, V", ... ; 
pour en déterminer les fonctions arbitraires, nous supposerons, pour 
plus de simplicité, que la figure génératrice de l'anneau est égale et 
semblable de chaque côté de Taxe des u> ce qui réduit à une seule les 

fonctions arbitraires de chacune des valeurs de V, V", Pour les 

obtenir, il suffira de connaître ces valeurs, lorsque le point attiré est 
placé sur le prolongement de Taxe des u. Considérons une ligne circu- 
laire parallèle au plan qui, passant par Taxe des u, est perpendiculaire 
à la figure génératrice; supposons que le centre de cette circonférence 
soit sur la droite qui passe par le centre de Saturne, perpendiculaire- 
ment à ce plan. Nommons y la hauteur de ce centre au-dessus de ce 
plan, a h- x le rayon de cette circonférence, et xs l'angle que ce rayon 
forme avec le plan de la figure génératrice qui passe par le point attiré; 
soit a -h u la distance de ce point au centre de Saturne. Cela posé, la 
somme des molécules de la circonférence, divisées par leurs distances 
au point attiré, sera 

(a -+- x) dxs 



I; 



^{a-h a) 2 — 2 (a h- u) (a-hx) cosgj-j- (a-+- x) 2 -+-j 2 

l'intégrale étant prise depuis xs = o jusqu'à u égal à la circonférence. 
Il faut ensuite multiplier cette intégrale par dy % et l'intégrer depuis 
y= — y(x) jusqu'à y = <p(a?), y 2 -- [y(x)] 2 étant l'équation de la 
figure génératrice de l'anneau ; il faut enfin, pour avoir la valeur de V, 
multiplier cette nouvelle intégrale par dx, et l'intégrer depuis x — —k 
jusqu'à x — k\ — k et k' étant les limites des valeurs de x. Ces diverses 
intégrations sont inexécutables rigoureusement; on peut obtenir leurs 
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développements en séries suivant les puissances de -» ce qui suffit dans 
la question présente; mais, comme Y devient infini dans la supposition 
de a infini, il faut, au lieu de chercher V, déterminer -r-> dont la va- 
leur n'est jamais infinie. Il est visible que l'expression de -p donnera 

celle de -v— » et par conséquent on aura les attractions de l'anneau pa- 
rallèles aux axes des u et des z. 

Les dimensions de la figure génératrice des anneaux de Saturne sont 
assez petites relativement à leurs diamètres pour que Ton puisse né- 
gliger les termes divisés para; or, si l'on substitue dans l'intégrale pré- 
cédente, au lieu de coscr, sa valeur en série i — £tr a -»-..., et si l'on 
suppose au = /, elle devient, en négligeant les termes divisés par a, 



Jv/(« 



dt 



^{u — x) 2 -*-jr*-Hl a 



Sa différentielle, prise par rapport à u et divisée par du, est 

(u — x) dt 



A 



L'intégrale relative à o devant être prise depuis xs = o jusqu'à xs = un, 
t. étant la demi-circonférence dont le rayon est l'unité, elle est évidem- 
ment la même que si on la prenait depuis u — — % jusqu'à u = x, ce 
qui, dans le cas de a infini, revient à prendre l'intégrale relative à / 
depuis / -- — » jusqu'à t = oo ; et alors elle devient 

2(1/ — x) 

et par conséquent on a, lorsque le point attiré est sur Taxe des u % 

dX 



du 



//r-^-«/*— «^- 



Si l'on suppose que la figure génératrice de l'anneau est une ellipse, 
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en représentant son équation par la suivante 

X»7» =r Jr» — X*, 



on trouvera 

_ dV_ 

du ~ Jt 



^(.-V^-^V) 



La valeur de — j- relative à un point quelconque attiré est, par ce qui 
précède, 

-f'{u + Z y'^7) -f'{u - z v^T), 

J'{u) étant la différentielle de f(u) divisée par du; en égalant donc 
ces deux valeurs de — -r- dans le cas de s ~ o, on aura celle de f'{u). 



du 



La valeur de — -r- est 

ôz 



— -r— et — -T- expriment les attractions de l'anneau parallèles aux 

axes des u et des z et dirigées vers le centre de la figure génératrice, 
d'où il est facile de conclure que, dans le cas où cette figure est une 
ellipse, ces attractions sont 

3^7 [ «^H-^^-itE 



et 



a _ W ^ I _y/^_ 2 ^-T)»_ fra ^J, 



_( w „ Zv/ Z7)- h w _ zv c:7) a -^^]. 

Si le point attiré est à la surface du sphéroïde, où l'on a u 2 - -\ 2 z* ■-. k 1 , 
elles deviennent 

? y ex ^ 



22. 
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45. Supposons maintenant que l'anneau soit une masse fluide homo- 
gène, et que sa figure génératrice soit une ellipse; nommons a la di- 
tance du centre de cette ellipse a celui de Saturne, a étant supposé 
très-grand par rapport aux dimensions de l'ellipse. Concevons que 
l'anneau tourne dans son plan autour de Saturne, et nommons g la 
force centrifuge due à ce mouvement de rotation à la distance i de 
l'axe de rotation. Cette force, relativement à la molécule de l'anneau 
dont les coordonnées sont u et z 9 sera (a + u)g% et en la multipliant 
par l'élément de sa direction, le produit sera (a -f- u)gdu. L'attraction 

de Saturne sur la même molécule est , ^ r> S étant la masse 

de Saturne; en la multipliant par l'élément de sa direction, qui est 
égal à — d\j(a -+- u) 2 -h z 2 9 on aura, en négligeant les carrés de u 
et de z, 

S du 2S u du Szdz 

Les attractions que la même molécule éprouve de la part de l'anneau, 
multipliées par les éléments — du et — dz de leurs directions, donnent 

les produits 

Lizudu Ltîkzdz 
— -— ? et — -^ 

> H- I À -h I 

Présentement, la condition générale de l'équilibre est que la somme 
de tous ces produits soit nulle; on a donc 

°=(ê- < «)* ,+ (î[+7-F-«')"* ,+ (^r + l) I * ; 

c'est l'équation différentielle de la figure génératrice de l'anneau; mais 
nous avons supposé que cette figure est une ellipse dont l'équation 
est u 2 -h'k 2 z 2 = k 2 f et dont l'équation différentielle est par conséquent 
o = udu-\-\ 2 zdz; en comparant cette équation différentielle à la pré- 
cédente, on aura les deux suivantes 

4tt> 



A 4-1 a* 
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La première de ces équations détermine le mouvement de rotation de 
l'anneau; la seconde détermine l'ellipticité de sa figure génératrice. 

S 
Si Ton fait e= 7 — ;» la seconde de ces équations donne 

(X-M)(3*»-M) 

e étant positif» on voit que X doit être plus grand que l'unité. L'axe de 
l'ellipse dirigé vers Saturne est égal à zk 9 et il mesure la largeur de 

l'anneau; Taxe qui lui est perpendiculaire est égal à -y> et il mesure 

l'épaisseur de l'anneau ; cette épaisseur est donc moindre que la lar- 
geur. 

On voit ensuite que e est nul lorsque X = 1 et lorsque X = qo , d'où 
il suit qu'à une même valeur de e répondent deux valeurs différentes 
de X; mais on peut choisir la plus grande qui donne un anneau plus 
aplati. La valeur de e est susceptible d'un maximum, qui répond à fort 
peu près à X = 2,594. Dans ce cas, e = o,o543o26; cette valeur est 
donc la plus grande dont e soit susceptible. En désignant par R le 
rayon du globe de Saturne, et par p sa moyenne densité, «elle de l'an- 
neau étant prise pour unité, on aura 

et par conséquent 

0R 3 

Ainsi la plus grande valeur que l'on puisse supposer a p est 

a 3 

0,1629078.^. 

La difficulté d'avoir le vrai rapport de a à R, vu la petitesse de ces 
grandeurs et l'effet de l'irradiation, ne permet pas d'évaluer exacte- 
ment la limite de p; en supposant 5=2 relativement à l'anneau le 

plus intérieur, ce qui s'éloigne peu de la vérité, on aura jf environ 
pour cette limite. 
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L'irradiation doit considérablement augmenter la largeur apparente 
des anneaux, dont la largeur réelle est conséquemment beaucoup 
moindre; peut-être même cette irradiation confond en un seul, dans 
les meilleurs télescopes, plusieurs anneaux distincts, de même que 
les télescopes moins forts nous présentent l'ensemble des anneaux de 
Saturne comme ne formant qu'un seul anneau; on ne peut donc établir 
rien de certain sur la figure des anneaux dont cette planète est envi- 
ronnée. Nous nous contenterons d'observer que la petitesse de leur 
largeur et de leur épaisseur, relativement à leurs distances à son 
centre, rend plus exacte l'application de la théorie précédente à leur 
figure, et l'explication que nous venons de donner de la manière dont 
ces anneaux peuvent se soutenir autour de Saturne par les lois seules 
de l'équilibre des fluides. 

Il est facile de déterminer la durée de la rotation de chaque anneau, 
d'après la distance a du centre de la section génératrice au centre de 
Saturne; car la force centrifuge g, due à son mouvement de rotation, 

étant égale à —> il est clair que ce mouvement est le même que celui 

d'un satellite placé à la distance a du centre de Saturne; d'où il suit 
que la période de ce mouvement doit être d'environ o i ° nr ,44» relative- 
ment à l'anneau intérieur, ce qui est conforme à l'observation. 

46. La théorie précédente subsisterait encore dans le cas où l'ellipse 
génératrice varierait de grandeur et de position dans toute l'étendue 
de la circonférence génératrice de l'anneau, qui peut ainsi être supposé 
d'une largeur inégale dans ses diverses parties; on peut même lui sup- 
poser une double courbure, pourvu que toutes ces variations de gran- 
deur et de position ne soient sensibles qu'à des distances d'un point 
quelconque donné sur sa surface, beaucoup plus grandes que le dia- 
mètre de la section génératrice, passant par ce point. Ces inégalités 
sont indiquées par les apparitions et les disparitions de l'anneau de 
Saturne, dans lesquelles les deux bras de l'anneau ont présenté des 
phénomènes différents. J'ajoute que ces inégalités sont nécessaires 
pour maintenir l'anneau en équilibre autour de Saturne; car, s'il était 
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parfaitement semblable dans toutes ses parties, son .équilibre serait 
troublé par la force la plus légère, telle que l'attraction d'une comète 
ou d'un satellite, et l'anneau finirait par se précipiter sur la surface 
de Saturne. Pour le faire voir, imaginons que l'anneau soit une ligne 
circulaire dont r soit le rayon, et dont le centre soit à la distance z 
du centre de Saturne, supposé dans le plan de l'anneau. Il est clair 
que la résultante de l'attraction de Saturne sur cette circonférence sera 
dirigée suivant la droite z qui joint les deux centres. Si l'on nomme n 
l'angle que le rayon r forme avec le prolongement de z, 



~ dz Js/ 



Srfro 



y/r 2 -h 2rs.cosGj4- z' À 

sera l'attraction de Saturne sur l'anneau, décomposée parallèlement 
à z % l'intégrale étant prise depuis xs = o jusqu'à u égal à la circonfé- 
rence, et la différentielle étant prise par rapport à z. Nommons A cette 
attraction; le centre de l'anneau sera donc mu comme si, toute sa 
masse étant réunie à ce point, il était sollicité par la force A dirigée 
vers le centre de Saturne. 

En désignant par c le nombre dont le logarithme hyperbolique est 
l'unité, on a 



iï / \5 



(r a -i-2/\zcosGj-hz a ) a / z „ /-r\ / z „ rrY 

v ' ri if- - c CT v-«) 1 1-+- - r°v-M 

Soit 

I Z , — , Z 2 i — 
T _:I-t-«-C° V-* -t- OC -r C ao V" 1 -+-...; 

/ — \* r 



on aura 



( 



i-f- - c-^v^Tj 






C -2îSyl-i + 



Si Ton multiplie ces deux suites l'une par l'autre, et qu'après avoir 
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multiplié leur produit par cfa, on l'intègre depuis u = o jusqu'à o 
égal à la circonférence entière représentée par arc, on aura 

/dlB 27T/ z* ,-z* \ 

v/r 2 + 2rzcoscj-4-z a r \ r ' r * / 

d'où l'on tire 

A 4*Sz / , „** \ 

Cette quantité est négative, quel que soit z; ainsi le centre de Saturne 
repousse celui de l'anneau» et, quel que soit le mouvement relatif de ce 
second centre autour du premier, la courbe qu'il décrit par ce mouve- 
ment est convexe vers Saturne ; le centre de l'anneau doit donc finir 
par s'éloigner de plus en plus de celui de la planète, jusqu'à ce que 
sa circonférence vienne en toucher la surface. 

Un anneau parfaitement semblable dans toutes ses parties serait 
composé d'une infinité de circonférences pareilles à celle que nous 
venons de considérer; le centre de l'anneau serait donc repoussé par 
celui de Saturne, pour peu que ces deux centres cessassent de coïn- 
cider, et alors l'anneau finirait par se joindre à Saturne. 

Les divers anneaux qui entourent le globe de Saturne sont par con- 
séquent des solides irréguliers d'une largeur inégale dans les différents 
points de leurs circonférences, en sorte que leurs centres de gravité 
ne coïncident point avec leurs centres de figure. Ces centres de gravité 
peuvent être considérés comme autant de satellites qui se meuvent au- 
tour du centre de Saturne, à des distances dépendantes de l'inégalité 
des parties de chaque anneau, avec des vitesses de rotation égales à 
celles de leurs anneaux respectifs. 

Dans la recherche de leurs figures, nous avons fait abstraction de 
leur action mutuelle, ce qui suppose l'intervalle qui les sépare assez 
grand pour que cette action n'ait pas une influence sensible sur leur 
figure. Il serait cependant facile d'y avoir égard, et l'on peut s'assurer 
aisément que la figure génératrice de chaque anneau serait encore 
elliptique si les anneaux étaient fort aplatis. Mais, la stabilité de leur 
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équilibre exigeant que leur figure soit irrégulière, et ces anneaux, 
doués de divers mouvements de rotation, changeant sans cesse leur 
position respective, leur action réciproque doit être extrêmement va- 
riable, et elle ne doit point entrer en considération dans la recherche 
de leur figure permanente. 
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CHAPITRE VIL 



DE LA FIGURE DES ATMOSPHÈRES DES CORPS CÉLESTES. 



47. Un fluide rare, transparent, élastique et compressible, soutenu 
par un corps qu'il environne et sur lequel il pèse, est ce que je nomme 
son atmosphère. Nous concevons autour de chaque corps céleste une 
pareille atmosphère, dont l'existence, vraisemblable pour tous, est, 
relativement au Soleil, à la Terre et à plusieurs planètes, indiquée par 
les observations. A mesure que le fluide atmosphérique s'élève au- 
dessus du corps, il devient de plus en plus rare, en vertu de son res- 
sort qui le dilate d'autant plus qu'il est moins comprimé; mais, si les 
parties de sa surface étaient élastiques, il s'étendrait sans cesse, et fini- 
rait par se dissiper dans l'espace; il est donc nécessaire que le ressort 
du fluide atmosphérique diminue dans un plus grand rapport que le 
poids qui le comprime, et qu'il existe un état de rareté dans lequel ce 
fluide soit sans ressort. C'est dans cet état qu'il doit être à la surface 
de l'atmosphère. 

Toutes les couches atmosphériques doivent prendre à la longue un 
même mouvement de rotation, commun au corps qu'elles environnent; 
car le frottement de ces couches les unes contre les autres et contre la 
surface du corps doit accélérer les mouvements les plus lents et retar- 
der les plus rapides, jusqu'à ce qu'il y ait entre eux une parfaite éga- 
lité. 

A la surface de l'atmosphère, le fluide n'est retenu que par sa pesan- 
teur, et la figure de cette surface est telle que la résultante de la force 
centrifuge et de la force attractive du corps lui est perpendiculaire; 
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car le peu de densité de l'atmosphère permet de négliger l'attraction 
de ses molécules. Déterminons cette figure, et, pour cela, nommons Y 
la somme des molécules du sphéroïde que l'atmosphère recouvre, di- 
visées par leurs distances respectives à une molécule quelconque dM 
de cette atmosphère. Soit r la distance de cette molécule au centre de 
gravité du sphéroïde, l'angle que r forme avec l'axe de rotation du 
sphéroïde, et t? l'angle que le plan mené par cet axe et par le rayon r 
fait avec un méridien fixe sur la surface du sphéroïde. Soit encore n la 
vitesse angulaire de rotation du sphéroïde; la force centrifuge de la 
molécule dM sera n'rsinO. L'élément de sa direction sera </(rsinO); 
ainsi l'intégrale de cette force multipliée par l'élément de sa direction 
sera £n 3 r 9 sin'O; en nommant donc p la densité de la molécule rfM, et 
n la pression qu'elle éprouve, on aura, par le n° 22, 

(i) f— =const.-t-V-f-i/t 2 r a sin a 0, 

H étant une fonction de p. 

Si le sphéroïde est peu différent d'une sphère, l'expression de Y est, 
par les n 06 11 et 31, de cette forme 

m U<« U<») 

7 + 7Ï- + -7TT+- ••> 

m étant la masse du sphéroïde, et U (/) étant une fonction rationnelle 

et entière de (/., yji — ^sinzj et ^ i — (x. 2 cos rc, qui satisfait à l'équation 
aux différences partielles 

v r ' du dw 2 . , . . ¥T/ ., 

o= ^— e-+_ + «(„-,)u(o f ^ 

(x étant égal à cosO. Si Ton substitue pour Y cette valeur dans l'équa- 
tion (i), on aura l'équation de toutes les couches de même densité de 
l'atmosphère. 

A la surface extérieure, H = o, et, si l'on néglige l'excentricité du 
sphéroïde, et que l'on désigne par a le rapport de la force centrifuge 

23. 
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à la pesanteur à l'équateur et sur la surface du sphéroïde, dont nous 
prendrons le rayon pour unité, l'équation (i) devient 



c= - -4-«r a sin a 0. 
r 



En nommant R le rayon du pôle de l'atmosphère, on a c = ^; partant 



5 = - -i-ar a sin a 0. 



Pour avoir le rapport des deux axes de l'atmosphère, nommons R' le 
rayon de son équateur; l'équation précédente donnera 

R, R' — R 
* = 2 — o 

La plus grande valeur dont R" soit susceptible est celle qui s'étend 
jusqu'au point où la force centrifuge devient égale à la pesanteur; 

i R' 

on a dans ce cas ^ = *R\ ou aR' 3 = i , et par conséquent ir = f- 

Ce rapport de R' à R est le plus grand qu'il est possible; car en fai- 
sant xR'* = i — z, z étant nécessairement positif ou zéro, on aura 

R _ Z- z 

R "" 2 

Le rayon le plus grand de l'atmosphère est celui de l'équateur; en 
effet, l'équation de sa surface donne, en la différentiant, 

, ar 4 dB sin0 cos0 

dr "=■ • 

i— ar* sin a 

Le dénominateur de cette fraction est constamment positif; car la force 
centrifuge, décomposée suivant le rayon r, est égale à amrsin'8, et 

elle doit être moindre que la pesanteur, qui est égale à — ; r croît donc 

avec du pôle a l'équateur. 

Donnons à l'équation de la surface de l'atmosphère la forme suivante 

2r a 

r " aRsin»0 ~* asin*0 ~ 0m 
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Les valeurs de r qui conviennent au problème doivent être positives, 
et telles que i— ar 3 sin a 6 soit plus grand que zéro; or il ne peut y 
avoir qu'une racine de cette nature; car, si l'on nomme p y p\ p" les 
trois valeurs de r données par l'équation précédente, et si l'on sup- 
pose/? et/?' positifs et moindres que 8 , > l'équation en r manquant 

y asin 2 

de son second terme, ce qui donne p"-- — p—p', p" serait négatif et 
moindre que „ \ ; le produit —pp'p" serait donc moindre que 

— ^~ïq\ mais, par la nature des équations, ce produit doit être égal à 

cette quantité; la supposition précédente est donc impossible, et l'é- 
quation en rn'a qu'une racine qui satisfait au problème, c'est-à-dire 
que l'atmosphère n'a qu'une figure possible d'équilibre. 

Si l'on applique ces résultats à l'atmosphère solaire, on voit : i° qu'elle 
ne peut s'étendre que jusqu'à l'orbite d'une planète qui circulerait 
dans un temps égal à celui de la rotation de cet astre, c'est-à-dire en 
vingt-cinq jours et demi; elle est donc fort loin d'atteindre les orbes 
de Mercure et de Vénus, et l'on sait que la lumière zodiacale s'étend 
beaucoup au delà. On voit : 2 que le rapport du petit au grand axe de 
cette atmosphère ne peut être moindre que f, et la lumière zodiacale 
parait sous la forme d'une lentille fort aplatie, dont le tranchant est 
dans le plan de l'équateur solaire. Le fluide qui nous réfléchit la lu- 
mière zodiacale n'est donc point ^l'atmosphère du Soleil, et, puisqu'il 
environne cet astre, il doit circuler autour de lui suivant les mêmes 
lois que les planètes; c'est peut-être la cause pour laquelle il n'oppose 
qu'une résistance insensible à leurs mouvements. 



LIVRE IV. 



DES OSCILLATIONS DE LÀ MER ET DE L'ATMOSPHÈRE. 



L'action du Soleil et de la Lune sur la mer et sur l'atmosphère excite 
dans ces deux masses fluides des oscillations dont il est intéressant de 
déterminer la loi. Les oscillations de la mer sont connues sous le nom 
de flux et reflux; elles sont très -sensibles dans nos ports; celles de 
l'atmosphère sont peu sensibles en elles-mêmes, et peuvent être d'au- 
tant plus difficilement observées, qu'elles se confondent avec les vents 
irréguliers dont l'atmosphère est sans cesse agitée. Nous allons consi- 
dérer dans ce Livre ces divers mouvements. 



CHAPITRE PREMIER. 



THÉORIE DU FLUX ET DU REFLUX DE LA MER, 



1. Reprenons les équations générales du mouvement de la mer, que 
nous avons données dans le dernier Chapitre du premier Livre. Si l'on 
prend pour unité le demi-petit axe de la Terre, et que l'on représente 
par y la profondeur de la mer, supposée très-petite par rapport à ce 
demi-axe, y sera une fonction de et de n, étant le complément de la 
latitude d'une molécule dm de la surface de la mer, dans l'état d'équi- 
libre qu'elle prendrait sans l'action du Soleil et de la Lune, et xs étant 
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la longitude de la molécule dans cet état, cette longitude étant comptée 
d'un méridien fixe sur la Terre. Soit ay l'élévation de la molécule dm 
au-dessus de cette surface d'équilibre, dans l'état de mouvement, et 
supposons que par cet état se change dans + au, et o dans a 4- olç; 
enfin, soit nt le moyen mouvement de rotation de la Terre, et g la pe- 
santeur; on aura, par le n° 36 du premier Livre, les deux équations 
suivantes 

, x d.yn d.yv yncos0 

( i ) r = » 

{ } T d9 dm sin0 ' 

(2) dol-^ — zn-^sindcosO) +<fo(sin a 0^ + 2n-r^sin0cos0] = — ffdj-H-dV 

les différences dy et dV étant uniquement relatives aux variables 8 
et cy. La fonction adV exprime, comme on l'a vu dans le n° 35 du pre- 
mier Livre, la somme des produits de toutes les forces qui troublent 
l'état d'équilibre de la molécule dm par les éléments de leurs direc- 
tions, en ne conservant que les différentielles <fà et du. Ces forces sont 
d'abord l'action du Soleil et de la Lune; on aura la partie de adV rela- 
tive à cette action, en divisant respectivement la somme des masses du 
Soleil et de la Lune par leurs distances à la molécule dm y et en diffè- 
re 11 tiant ces quotients par rapport aux variables 8 et a; or, si Ton 
nomme r la distance d'un astre L au centre de la Terre, v sa décli- 
naison, et <J/ son ascension droite, sa distance à la molécule dm sera, 
par le n° 23 du troisième Livre, à très-peu près, 



^r 2 — 2r[cos0sint;-i- sinôcost;cos(/i/ -r-m— ty)]-r- 1, 

l'angle nt -h u étant compté, comme l'angle <]/, de l'équinoxe du prin- 
temps; ainsi, pour avoir la partie de adV relative à l'action de l'astre L, 
il faut différentier par rapport a et à a la fonction 



v/r a — ?,r[cos0 sinv -+■ sin0 cosv cos(nf -+- gj — ^)] -M 

Mais, comme on suppose le centre de gravité de la Terre immobile, il 
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faut transporter en sens contraire, à la molécule dm^ la force dont ce 
centre est animé par l'action de L, et Ton a vu, dans le n° 23 du troi- 
sième Livre, que cela revient à retrancher de la fonction précédente 
celle-ci 

— h — [cosflsiht; -+- sin0cosvcos(nf -hcj — <|/)]; 

on aura donc la valeur de adV dépendante de l'action de L, en diffé- 
rentiant par rapport à et à u la différence de ces deux fonctions, dif- 
férence qui, par le numéro cité du troisième Livre, peut se développer 
dans une suite descendante par rapport aux puissances de r, telle qu'en 
la désignant par 

«Z«» «Z<»> «Z(»> «ZO 

h ~ ~\~ 1 "T* - -+■ • • • > 

f j»3 |»4 j»5 

Z ( ° est une fonction rationnelle et entière de (/., \f\ — \l à sin xs et 
Vi — (x. 2 cosct, du degré i, assujettie à l'équation aux différences par- 
tielles 

^ ' du. dis 2 ., . x -... 

(a étant égal à cosB. 

<xdV se compose encore de l'attraction sur la molécule dm de la 
couche aqueuse dont, le rayon intérieur étant l'unité, le rayon exté- 
rieur est 1 -4- <x.y, et il est facile de voir que, pour la déterminer, il 
faut diviser chacune des molécules de la couche par sa distance à la 
molécule dm, et différentier la somme de ces quotients relativement 
à 6 et m. Il faut, de plus, transporter en sens contraire, à la molécule, 
l'action de cette couche sur le centre de gravité de la Terre; mais il est 
visible que, ce centre ne changeant point par l'attraction et par la pres- 
sion des diverses parties de la Terre, cette action doit être ici négligée, 

2. Considérons d'abord le cas dans lequel la Terre n'aurait point de 
mouvement de rotation, et où l'on aurait par conséquent n = o; sup- 
posons, de plus, la Terre sphérique, et la profondeur y de la mer égale 
à une constante /, et déterminons les oscillations que doit y exciter 
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l'action du SoleiJ et de la Lune. L'équation (i) du numéro précédent 
devient, en y faisant cosO = u. et y = /, 



y _ à(u^i — fjL*) dv 
1 ~ dji. dm' 



l'équation (2) devient 



or on a — — - yfî — p* ; on aura donc, en comparant les coefficients 
de */6 et de *fa, 

<Pu _ dy .——ï _ dY 



^^^"-^-^v^S 



dy_ ^ 

d'v ^dw dm 



dt* 1 — /ul» 1 — p*> 

partant, 



d 



d*v d*y à*X' 

dt* dm* dm* 



g" 



dm ° 1 — fi* 1 — fi* 



L'expression précédente de y donne 

i_ — l . _ / • 

ùt À " du. dm ' 

on aura donc 

t*\ d *r — hr à ^ ^ . r ' du. dm* 

Pour intégrer cette équation, nous ferons 
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Y (0) , Y (, \ Y w , . . . étant des fonctions rationnelles et entières de (/., 



Vi — p'siim et vï-- t* a cosn, telles que l'on a généralement 

^ du dm 2 ., . . _.,.. 

La partie de V relative à la couche spherique fluide dont le rayon in- 
térieur est l'unité, et dont le rayon extérieur est i-Hoy, sera, par le 
n° 14 du troisième Livre, en prenant pour unité de densité la densité 

de la mer, 

4*( YW -h iY(0 + JYW + |Y<»> +•-.), 

tz étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Nommons p la 
moyenne densité de la Terre entière; nous aurons g = jiçp f et par 

conséquent 4 W = — • 

Il résulte du numéro précédent que la partie de aV relative à l'ac- 
tion du Soleil et de la Lune, et généralement à l'action d'un nombre 
quelconque d'astres attirants, peut se développer dans une suite de la 
forme 

«U«» -;- «U< a > -f- «OC») -f- «U(*> + . . . , 



U (0 étant une fonction rationnelle et entière de l'ordre i, en p., 

V* — [**sinà et ^i — u* cosct, qui satisfait à l'équation aux différences 
partielles 

v r ' du d& 2 ... .„,.. 



du i — u 2 

Cela posé, si l'on substitue pour y et V ces valeurs dans l'équation (3), 
la comparaison des fonctions semblables U (0 et Y (,) donnera 

dt 2 (ai-hi)p lv /r j v / 

Supposons, pour abréger, 



•ity)£ [(al - +l)p _3]=x»i 



24. 
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l'équation différentielle précédente donnera, en l'intégrant, 

YW = /MC> sinX, / h- /NC) cosX, / 



-»- 



-=-— - /sinX,/./L T Wrff cosX,f- v V ' /cosX/f./U«>rf/sinX//, 

A/ A/ 



M (/) et N ( ' } étant des fonctions rationnelles et entières de [/., ^i — j/. 2 sinu 
et \/i — Lt a coscr, qui satisfont aux équations a différences partielles 



..r_ H 

<JU i — - /x- 



I -- w J 



a.(i-^) 



du dcj J . , . . « J/ .. 



du i — u* 

L'équation différentielle en Y ( ° donne, en y supposant 1 = 0, 

d*Y«» 
, - o f et par conséquent 

Y<«> — /!!(•)* + /N<«>; 
l'équation 

donnera donc 

/•-- /]»(•>/ f- /N(«> - /M<«> sinX, / - /N(«J cosX, * 

-t-/M<»>sin}. 3 *"/N(»cosl»f 



-r- l\L«') sinXi / - /NO cosXi t 



f-sinX a /./U(*>rf/cosX a / 
Àa 

f-cosAa*./U<*>rf/sinAa* 

Àa 



_ iL'/-:!).? sinX, /./U'Otf/cosA, / 
illr-Lii cosX,/./lK'>rf/sinX,< 
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On déterminera les fonctions N (0) , N (l) , N (8) , ... au moyen de la figure 
initiale du fluide, et les fonctions M (0) , M (l) , M (a) , ... au moyen de sa 
vitesse initiale; ainsi, l'expression précédente dey embrassant toutes 
les figures et toutes les vitesses dont le fluide est susceptible, elle a 
toute la généralité que Ton peut désirer. 

Si la quantité M (0) n'était pas nulle , la valeur de y irait en crois- 
sant sans cesse, et l'équilibre ne serait pas ferme, quel que fût d'ail- 
leurs le rapport de la densité du fluide à celle de la sphère qu'il re- 
couvre. Mais il est facile de s'assurer que les quantités M (0) et N (0) sont 
nulles, par cela seul que la masse fluide est constante. Cette condition 
donne Jfyd\Ldxs = o 9 l'intégrale étant prise depuis |x= — i jusqu'à 
|i = i, et depuis zs = o jusqu'à u- aw; or on a généralement, par 
le n° 12 du troisième Livre, 

ffY<*W*'>diidm--o 9 
lorsque i et ï sont des nombres différents; on aura donc 

ffydpdw = 4ttY(o) , :z 4* (!!<•> t -t- N<°>) ; 

ainsi, en égalant cette quantité à zéro, on aura M (0) — o et N (0} — o. 

Il suit de là que la stabilité de l'équilibre du fluide dépend du signe 
des quantités X*, X*,...; car, si l'une de ces quantités, telle que \), est 
négative, le sinus et le cosinus de l'angle \t se changent en exponen- 
tielles, et ils se changent en arcs de cercle si \) = o. Dans ces deux cas, 
la valeur de y cesse d'être périodique, condition nécessaire pour la sta- 
bilité de l'équilibre. X* étant égal à ~.~^ [(a* -i-i)p — 3], cette 

3 
quantité ne peut être positive que dans le cas où l'on a p > 



21 -1- 1 

i étant un nombre entier positif égal ou plus grand que l'unité; il faut 
donc, pour la stabilité de l'équilibre, que cette condition soit remplie 
pour toutes les valeurs de 1, et cela ne peut avoir lieu qu'autant que 
l'on a p>i, c'est-à-dire que la densité du noyau doit surpasser celle 
du fluide. Voilà donc la condition générale de la stabilité de l'équilibre, 
condition qui, si elle est remplie, rend l'équilibre ferme, quel que soit 
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l'ébranlement primitif, mais qui, si elle ne Test pas, fait dépendre la 
stabilité de l'équilibre de la nature de cet ébranlement. 

Si, par exemple, l'ébranlement primitif est tel que le centre de gra- 
vite du fluide coïncide avec celui du noyau qu'il recouvre, et n'ait aucun 
mouvement par rapport à lui dans le premier instant, alors Y (l) et 

--*— seront nuls au premier instant, puisque cette coïncidence ne dé- 
pend que de la valeur de Y (,) , comme on l'a vu dans le n° 31 du troi- 
sième Livre; cette valeur sera donc nulle à tous les instants, et par con- 
séquent le centre de gravité du fluide coïncidera toujours avec celui du 
noyau. Dans ce cas, la stabilité de l'équilibre dépend du signe de X', 
et, pour que cette quantité soit positive, il suffit que l'on ait p > f . 

La valeur dey donne immédiatement celles de u et de 9\ en effet, 
l'équation 

donne 

le signe des intégrales finies 2 se rapportant à toutes les valeurs en- 
tières positives de i, en y comprenant la valeur i = o; mais on a, par 
ce qui précède, 

d»Y<o 



partant, 



5 \ (2i-hi)p/ i(t 4-i)/ d/* * 



a»Y<« 

d*u \^ P* àt* 

ai* " i(i-hi)l dp ' 



d'où l'on tire 



tt = 6-rH/ -2~ Ç7 — t—J 

i(n-i)/ dp 



G et H étant des fonctions arbitraires de p et de a. On trouvera de la 



• * 



même manière 

ir i, v ' dYii) 

i(i -hi)i(i — fx 2 ) dxa 
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K et L étant des fonctions de p et de a dépendantes des fonctions 6 
et H; en effet, si dans l'équation 



y-/ 5L i / 

J à\k dm 

on substitue, au lieu de y 9 u et e, leurs valeurs précédentes, on %pra, 
en comparant séparément les termes multipliés par t et ceux qui en 
sont indépendants, 



d.Gyjl— u* 


dK 


àf- 


ôxs 


d.Us/i — tJL* 


ÔL 



en sorte qu'en vertu des valeurs u = G-hRt 9 ? = K -+- L*, la surface 
du fluide resterait toujours sphérique. Pour concevoir les mouvements 
du fluide dans cette hypothèse, imaginons qu'il ait un très-petit mou- 
vement de rotation, de Tordre a, autour de l'axe du sphéroïde; la 
figure sphérique du fluide n'en sera altérée que d'urie quantité très- 
petite du second ordre, puisque la force centrifuge ne sera que de 

l'ordre a*; dans ce cas, on aura u = o et ç = qtyj\ — ]L 2 9 q étant un 
coefficient indépendant de jx et de u; mais on peut concevoir le fluide 
tournant autour de tout autre axe, et de plus, ces mouvements étant 
supposés fort petits, le fluide mû en vertu d'un nombre quelconque 
de mouvements semblables conservera toujours, aux quantités près du 
second ordre, sa figure sphérique. Tous ces mouvements sont compris 
dans les formules 

G, H, K, L étant des fonctions de (/. et de ct, qui ont entre elles les re- . 
lations précédentes. Ces mouvements ne nuisent point à la stabilité de 
l'équilibre; d'ailleurs, ils doivent être bientôt anéantis par les frotte- 
ments et les résistances de tout genre que le fluide éprouve. 

3. Considérons présentement le cas de la nature, dans lequel le sphé- 
roïde qui recouvre la mer a un mouvement de rotation. L'équation (i) 
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du n° 1 se transforme dans celle-ci 

k x d.yu \fî- u* d.yv 

l'équation (2) du même numéro donne les deux suivantes 



(B) 



dr ô\' 

d*v du u ° dxs Ô1B 



in 



L'intégration générale de ces équations présente beaucoup de difficul- 
tés; nous nous bornerons ici à un cas fort étendu, celui dans lequel y 
est une fonction de [/. sans u, et nous ferons 

y =acos(//-4-5Bj -■•■ e), 
u — bcos[it --sis -r- g), 
v -- c sin(i7 -\~ 5Bï-r- e), 

V 

X =a'C0S(l/-h5©-4- £;, 

o 



a, 6, c, a' étant des fonctions rationnelles de jx et de V * — f* a » et x étant 
un nombre entier. En substituant ces valeurs dans les équations (A) 
et (B), nous aurons 



d.ybJi — a a 

a ~ — '- — f - syc, 

Ô[Â ' 

i*b + nnicfi^t — p* = — g-r- V 7 '" P*> 



dp 



i*c 



inibu. £*a' 



Ces deux dernières équations donnent 

àa 9 . ^ zngs 

"(i»-4'jiVi)^i-> 
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En substituant ces valeurs de t et de c dans la première et faisant, 

pour abréger, 

y 



on aura 



. fa/w , da' , - x ~| 



(4) { * *f* 

*ngsfiz [2/i5 da' 1 , s*gza'{i* - 4*y ) 

Nous observerons ici que, si ~-[/.a' — j- (i — jx 2 ) est divisible par 

i* — 4*V*, le second membre de cette équation n'aura point à son 
dénominateur la fonction i a — l\n % \L % . 

L'équation (4) renferme ce que nous avons démontré dans le numéro 
précédent sur le cas de n - - o et de y égal à une constante /; car alors 

on a z = t^j ce qui change cette équation dans la suivante 
(5) i*a^lA -= °£ + - s ^ 



d[Â i — /UL 

Supposons que acos(i/-f- sts) satisfasse, pour Y (/) , à l'équation aux 
différences partielles 

la partie de a' cos (it -- sa) f due à l'attraction d'une couche aqueuse 
dont le rayon intérieur est i et le rayon extérieur est i -h ay, 

A mm 

, par le numéro précédent, — r—^ — pflcos(// + io), ou 
— / f, \ cos(iV -f- su), à cause de g — j^p. En supposant donc 
nulle la partie de a' correspondante à l'action des astres, on aura 



sera 






Œuvres Je L. — II. 25 
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or l'équation aux différences partielles en Y (/) donne 

. . .. da! 

'■<■ -*'>;* *< ... . , 

l'équation (5) donnera donc 



«■-/</-■*(.- m^j-,) 



Les nombres s et/ étant arbitraires, il est clair que Ton aura la partie 
de y qui est indépendante de Faction des astres, en réunissant toutes 
les valeurs de acos(it-\-svs) correspondantes aux diverses valeurs que 
Ton peut donner à ces nombres. 

Pour avoir la partie dey qui dépend de l'action des astres, nommons 
e cos(it -h sxs) un terme de l'expression de V relatif à cette action, et 
tel qu'il satisfasse pour Y (/) à l'équation précédente aux différences 
partielles en Y (/) ; on aura alors 



a'=a(\- --j .--) 



e 

• 



s 

l'équation (5) donnera donc 



«•»« = */(/-»■ «ï («- ^T P ) « -/(/+ O*». 



et par conséquent. 



«-= 






on aura ainsi la partie de y qui dépend de l'action des astres, et il est 
aisé de voir que ces résultats coïncident avec ceux du numéro pré- 
cédent. 

4. L'intégration de l'équation (4)* dans le cas général où n n'est 
pas nul et où la mer a une profondeur variable, surpasse les forces de 
l'analyse; mais, pour déterminer les oscillations de l'océan, il n'est 
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trois espèces d'oscillations se mêlent sans se confondre; nous pouvons 
donc les considérer séparément. 

Des oscillations de la première espèce. 

5. Nous supposerons, dans ces recherches, que le sphéroïde recou- 
vert par la mer est un ellipsoïde de révolution, ce qui est l'hypothèse 
la plus naturelle et la plus simple que Ton puisse adopter. Dans ce cas, 
l'expression y de la profondeur de la mer est de la forme /(i — Çp*)f 

et Ton a 

J= *('-gf a ) t 

Reprenons l'équation (4) du n° 3. Les oscillations de la première es- 
pèce ne dépendant point de l'angle u, on doit faire s = o dans cette 
équation. Supposons que Ton ait 

a = P<»> -h P<*) -+- P<*> 4- P<«> + . . . -+- P<*/>, 

P (2) , P (4) , ... étant des fonctions de [/.* qui satisfont, quel que soit y, 
à l'équation aux différences partielles • 

d.(l — |K*)--r 

La partie de a' f relative à y et à l'action de la couche aqueuse dont le 
rayon intérieur est l'unité et dont le rayon extérieur est i -h xy 9 sera, 
par ce qui précède, 

La partie de a' relative à l'action des astres ne produit que des quan- 
tités de la forme P (S) ; car la fonction i-f- 3cosa9, qui la multiplie par 
le numéro précédent, est égale à 6(|x f — £), et il est facile de voir que 
cette dernière fonction est de la forme P (s) . Cela posé, si l'on substitue 
au lieu de a et de a' leurs valeurs dans l'équation (4) du n° 3, et si 
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l'on détermine les arbitraires de P (0) , P w , . . . , de manière que la fonc- 

tion -r— (i — |x a ) soit divisible par i a — 4*V*» ce qui donne une équa- 

tion de condition entre ces arbitraires ; alors la puissance de [/.* la plus 
élevée dans chaque membre de cette équation sera [/.*', et, en compa- 
rant les coefficients des diverses puissances de [/.*, on aura /-h i équa- 
tions de condition, qui, réunies à la précédente, formeront/^- 2 équa- 
tions de condition. Mais les arbitraires de la fonction P (0, -f- P (2) -h P (4) -h . . . 
sont au nombre/-}- 1 ; en y joignant l'indéterminée q % on aura /h- 2 in- 
déterminées, qui pourront satisfaire à ces équations de condition ; on 
pourra donc ainsi satisfaire à l'équation (4) pour une loi déterminée 
de la profondeur de la mer. On aura cette loi en observant que, si l'on 
désigne par Qfx a/ # le terme de a le plus élevé en [/., le coefficient de \t.* f ~* 

dans la fonction — -r— (1 — f**), divisée par ** — 4*VS sera 

"■ f V(i/ i +I)p)^ î, 

d'où il suit que le coefficient de |x 9/ dans le second membre de l'équa- 
tion (4) sera 

JK J '\ (4/-+-0P/ * ni 

En l'égalant au coefficient Q de f/.*' dans le premier membre, on aura 

2 71* 



en supposant donc la profondeur de la mer égale à / moins le produit 
de /p.* par cette valeur de q 9 on aura, par l'analyse précédente, les- os- 
cillations de la première espèce. 

n* 

— est le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur, 

rapport égal à ^. En prenant pour /un assez grand nombre, tel que 
12 ou i4» le coefficient de (/.* sera assez petit pour pouvoir être négligé, 
et alors la profondeur de la mer sera à très-peu près constante; on aura 
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donc ainsi, d'une manière fort approchée, les oscillations de la mer, 
dans le cas où sa profondeur est partout la même. 

6. La valeur de c du n° 3 est très-grande dans les oscillations de la 
première espèce, à cause du diviseur i qui affecte plusieurs de ses 
termes. Si Ton développe la partie 

7— - (sin 2 t> — £cos 2 t/)(i-4-3cos30) 

de faction de la Lune, qui produit les oscillations de la première es- 
pèce, en sinus et cosinus d'angles croissants proportionnellement au 
temps; que Ton désigne par a£(i-t- 3cosa6)cos(û + A) un terme 
quelconque de ce développement; k sera multiplié p^r la tangente de 
l'inclinaison de l'orbe lunaire à l'écliptique, dans le terme où il sera 
le moyen mouvement des nœuds de l'orbite lunaire; mais, à raison 
de la petitesse de i, ce terme sera très-considérable et le plus grand de 
' tous ceux qui entrent dans l'expression de c. 

Nous devons cependant faire ici une observation importante. Les ré- 
sistances que les eaux de la mer éprouvent doivent considérablement 
diminuer les oscillations de cette espèce et leur laisser très-peu d'éten- 
due. Pour le faire voir, supposons la résistance proportionnelle à la 
vitesse, et nommons € le coefficient de cette résistance. Les deux équa- 
tions dans lesquelles se partage l'équation (a) du n° 1 seront alors 

à*u dv . -du dy , d\' , 

du dy dY 

à*v P ôt ^dv &dw dxs 



— -+- 6 -r- — — 



dt* v /ï-fS ai i-f<> i-fi»' # • 

car il est clair que la résistance doit ajouter aux deux premiers mem- 
bres de ces équations les termes ê-r- et 6 -tt : l'équation (i) du n° 1 

subsistera toujours. 
Nous ne considérerons ici que les termes dépendants de l'angle ù 
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dans lesquels le coefficient i est très-petit et beaucoup moindre que ê. 
Dans ce cas, ■^- r et -r^- peuvent être négligés par rapport à 6-^- et 

ê — > et comme ces termes sont indépendants de l'angle &, la dernière 
des équations précédentes donnera 

du 

et Pavant-dernière deviendra 

{f) ?^4«V du _ dr /;--!„ àY T -~ 

[J} 6 ôt SdtJL* ** dfx * l ** ' 

cette équation doit être combinée avec celle-ci 



_d. yus/i- fx\ 

J ~ Ô[JL 

Si Ton néglige les quantités de l'ordre i 9 l'équation (/) donne 

dr d\' 

ou 

gy— V' : o; 

partant, 

Jgysli'i*.* 

Cette valeur de u, substituée dans l'équation (/), donnera une valeur 

plus approchée de gy — V; mais on peut s'en tenir à la première ap- 
proximation. 

La partie de V relative à l'action de l'astre L est de la forme 

/r(i î 3cos20) cos(i/ -+- A), ou 6/r(/ut a — £) cos(i7 i- S ). 

Soit Q(f/.* — f)cos(i/ -h A) la partie correspondante de y; la partie cor- 
respondante de V, due à l'action de la couche aqueuse dont, le rayon 
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intérieur étant i, le rayon extérieur est i -~ a.y, sera 

^Q(^-i)cos(i/H-A); 
l'équation gy — V -- o donnera donc 



°^( , -^)Q(p'-*)-70* , -*>' 



d'où l'on tire 

et par conséquent 

6«/r(fx»-i)cos(if + A) 



ff 



(-r,) 



La somme de tous les termes *kcos(it^ A) étant égale à 

j— - (sin a t; — ycos't;), 

la valeur entière de <xy, relative aux oscillations de la première espèce 
dues à l'action de l'astre L, sera donc 

__ L(sin*t; — jCOS a t;) (i .- 3cos20) 



<"*('-£) 



Cette valeur est celle qui aurait lieu si v et r étaient rigoureusement 
constants, et si le fluide prenait à chaque instant la figure qui convient 

à l'état d'équilibre; car, -jt et ^j étant nuls dans le cas de l'équilibre, 

les équations différentielles en u et v se réduisent à celle-ci, o — gy — V; 
on peut donc, lorsque les variations de r et de v sont très-lentes, déter- 
miner les oscillations de la première espèce comme si le fluide se met- 
tait à chaque instant en équilibre sous l'action de l'astre qui l'attire ; 
Terreur est d'autant moindre que l'astre se meut avec plus de lenteur; 
elle est par conséquent insensible pour le Soleil. Elle peut être sen- 
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sible pour la Lune, à cause de la rapidité de son mouvement dans son 
orbite; mais, comme les oscillations de la première espèce sont très- 
petites par les observations, on pourra employer pour la Lune elle- 
même la valeur précédente de <x.y. 

Quoique nous soyons parvenus à ces résultats dans la supposition 
d'une résistance proportionnelle à la vitesse, il est clair qu'ils ont lieu 
quelle que soit la loi de la résistance. En général, on peut les adopter 
sans erreur sensible toutes les fois que le fluide dérangé de son état 
d'équilibre reviendrait, en vertu de la résistance qu'il éprouve, à cet 
état dans un temps moindre que celui d'une révolution de l'astre. 

Des oscillations de la seconde espèce. 

7. La partie de l'action de l'astre L qui produit ces oscillations est, 
par le n° 4, égale à 

3L 

— — sint/cost; sin0cos9cos(/t/ -4-gj — *}>)• 

Le développement de cette fonction en sinus et cosinus d'angles 
proportionnels au temps donne une suite de termes de la forme 
a.k\L \j\ — \l à cos(iV -h ct — A), i étant fort peu différent de n, à cause 
de la lenteur du mouvement de l'astre par rapport au mouvement de 
rotation de la Terre. Reprenons maintenant l'équation (4) du n° 3, 
en y supposant s = i et 

/(1-gfC»). 

i* — 4#t 9 fL s * 

supposons, de plus, que a soit exprimé par la suite 



[i v/ï-j** (P (0) -+- P< 2 > -H PC*) -h ... 4- P<»/-»>), 

P (0) , P (a) , . . . étant des fonctions de f/. 2 , telles qu'en désignant par Y (V) 
la fonction {iL^i — ^ 2 P (2/ " 2) » on ait, quel que soit/, 

o~ -, c +a/72f-+-i)Y<*/>. 

OfJL l — fl* ' v ' ' 

OEuvres de L. — II. 26 
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La partie de a! relative à l'action de la couche aqueuse dont, le rayon 
intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est i -h <ty sera, par ce qui 
précède, 



k i 

la partie de a* relative à l'action de l'astre L est {W 1 — l* 1 » on 

aura donc 

Supposons que les constantes indéterminées qui multiplient chacune 

des fonctions P (0) , P (2) , . . . soient telles que la fonction -V- \lo!— -r— ( i — f/. 2 ) 

soit divisible par i* — 4 **[**> ce qui ne demande qu'une seule équation 
de condition entre ces indéterminées; alors le second membre de l'é- 
quation (4) n'aura plus de dénominateur; car, en ne considérant dans 

ce second membre que les termes qui ont \/i — jx. 2 pour diviseur, et 

supposant a!= Fjx. s]i — ja 1 , F étant une fonction rationnelle et entière 
de (i. 2 , les trois parties de ce second membre deviennent 

_ (il + I \ j g.£ F . 4- 15 f î* + ,\ g***' 1 ! _+_ (* 2 -4*V 2 )g*^ 



ou ^(/.Fv 7 ! — k- 2 ; d'où il suit que ce second membre n'a point ^i — a 2 
au dénominateur. En substituant donc, dans cette équation, pour a 

et a' leurs valeurs, et en la divisant par \l>Jj — j/. 2 , la comparaison des 
puissances semblables de \l donnera /équations de condition qui, réu- 
nies à la précédente, formeront^-f-i équations de condition à satis- 
faire; mais le nombre des indéterminées, en y comprenant q 9 est/-f- 1 ; 
on aura donc autant d'indéterminées que d'équations. 

Pour avoir la valeur de q, désignons par Q[/. 2/ "~ 4 V I — V- 2 le terme de 
l'expression de a le plus élevé en f/.; le terme semblable de l'exprès- 
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Supposons maintenant, dans l'équation (4) du n° 3, * = i f i=n et 
a = Q\L\]\ — \L 2 9 Q étant un coefficient indépendant de f/.; on aura, par 
ce qui précède, • , 

ce qui donne 

an , da! , _. \ — Lu* , 

le second membre de l'équation (4) se réduit ainsi au terme 3_ê2fL. 

En égalant cette quantité au premier membre ou à la valeur supposée 
pour a, on aura 

d'où l'on tire 

nlqk 



Q = 



*»('-£)—• 



La partie de ay correspondante, au terme a£sinôcosôcos(i/H-Gf — A) 

sera donc 

ilq sinO cosO , ,. A > 
* j-r cuit cos \\t -+- m — A) ; 

mais la somme des termes a£cos(i* -+- © — A) est, par ce qui précède, 
le développement de la fonction 

3L 

-y sint;cost;cos(n/-t-Gj — ^); 

on aura donc, pour la partie entière de cny relative aux oscillations de 
la seconde espèce, 

— j tysingcosdsinvcost; cos (71/ + xn — ^) 



M'-^)-*' 



et cette valeur a lieu généralement, quel que soit q, c'est-à-dire quelle 
que soit la loi de la profondeur de la mer, pourvu que le sphéroïde 
qu'elle recouvre soit un ellipsoïde de révolution. 
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La différence des deux marées d'un même jour dépend des oscilla- 
tions de la seconde espèce. En effet, lorsque l'astre L passe au méridien 
supérieur de la molécule, on a nt -+- u — i/ = o, et lorsqu'il passe au 
méridien inférieur, on a n/ -h a — ty = 200 ; ainsi l'excès de la marée 
dans le premier cas sur la marée dans le second cas est 

12L 

— — la sin0cos0sint;cost; 

r8 * 



2/g9 ( I- ^)- BÏ 

Les observations faites dans nos ports nous montrent que cette diffé- 

rence est très-petite, ce qui suppose lq très-petit par rapport à — ; 

cette supposition donne ainsi une explication fort simple de ce phé- 
nomène. Dans ce cas, le dénominateur de la fraction précédente est 
négatif, et si, comme les observations semblent l'indiquer, la marée 
supérieure l'emporte sur la marée inférieure, lq est une quantité né- 
gative, et la mer est un peu plus profonde aux pôles qu'à l'équateur. 
Mais cette conséquence est subordonnée à l'hypothèse d'un fluide ré- 
pandu régulièrement sur la surface d'un ellipsoïde de révolution, ce / 
qui n'est point le cas de la nature. 
Si l'on substitue pour Q sa valeur dans l'expression de a\ on aura 

n2k n 2 



*(-*) 



n* 



Cette valeur, substituée dans les expressions de b et de c du n° 3, 
donne, en supposant s-= 1 et i = n, 



2 



^l 1 -^)-* 4 ' 



c = ^7* ^ 
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d'où il suit que la partie de olu relative aux oscillations de la seconde 
espèce est 

3L 

— sint;cosf;cos(/i/-i-isy — ^) 



■*»('- é)""' 



et que la partie de <xe relative aux mêmes oscillations est 
• 3L cos0 



r 3 sin0 



sinvcost; sin ( /if -+- © — ty) 



■&*(— ^)-» 



Des oscillations de la troisième espèce. 

9. La partie de l'action de l'astre L qui produit ces oscillations est, 
par le n° 4, égale à 

3L 

j—^ sin 2 cos a v cos 2 ( nt -h vs — <J/ ) . 

Le développement de cette fonction en cosinus d'angles croissant 
proportionnellement au temps donne une suite de termes de la forme 
a£sin 2 8cos(i* -h 2xs — A), 1 étant peu différent de an. 

Reprenons maintenant l'équation (4) du n° 3, en y supposant s= 2 et 

/(l-gfl») 

Supposons, de plus, que a soit exprimé par la suite 

(1 - p») (PCO) 4- PC») -4- PC*) -h ... -4- PC*/-»)), 

P (0) , P (a) , . . . étant des fonctions rationnelles et entières de (/.*, telles 
qu'en désignant par Y (2/) la fonction (1 — p. 2 ) pc*/— a > f on ait 

0= Â 2Î Al— 4-2/(2/+ l)Y<>/). 
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La partie de ci relative k l'action de la couche aqueuse dont, le rayon 
intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est i h- %y sera, par ce qui 
précède, 

A* 
la partie de a' relative à l'action de l'astre L est (i — j/. 2 ); on aura 

donc 

«■= <- 4(- 5 >"+ (- 1) p " ,+ - + (- H7^) p,v ""- 3- 

Supposons que les constantes indéterminées qui multiplient chacune des 

fonctions P (0) , P (2) ,... soient telles que la fonction ^ [/.a'— -£- (i — pi 2 ) 

soit divisible par i 2 — ^n 2 \L 2 9 ce qui ne demande qu'une seule équa- 
tion de condition entre ces indéterminées; alors le second membre de 
l'équation (4) n'aura plus de dénominateur; de plus, il sera divisible 
par i — [l 2 9 comme le premier; car, en supposant a'= (i — [/. 2 )F, et ne 
considérant que les termes qui ne sont point divisibles par i— j/. 2 , les 
trois parties de ce second membre deviennent 

j — j^Mg-sF-h — ^ — jk».-j-#5Fh £— £--tgz¥, 

ou [\(i— \L 2 )gz¥\ et par conséquent leur somme est divisible par 
i — (/.*. En substituant pour a et a' leurs valeurs précédentes dans l'é- 
quation (4), et en la divisant par i — a 2 , la comparaison des coefficients 
des puissances de \l donnera/équations, qui, réunies à la précédente, 
formeront/H- 1 équations de condition à satisfaire; le nombre des in- 
déterminées, en y comprenant q f est pareillement/-!- 1; on aura donc 
autant d'indéterminées que d'équations. 

Pour avoir la valeur de q, nommons Q[/. 2/ ~ 2 le terme le plus élevé 
en (/. de V^- 2) ; le terme correspondant de a' sera 

(.-f^->Q('-^ 7)p ); 
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le terme correspondant du second membre de l'équation (4) sera 

^■('/-/-T)(-f47^) Q "-'""" / - ! 

en l'égalant au terme correspondant du premier membre pu à 

Q(i-f*»)f*»/-«, 
on aura 

271* 



q __ 



*('-ï47W)(^-t)' 



ainsi, en supposant la profondeur de la mer égale à 



/ _ — .- î"!£ 



2 „2 



' (- (M) ("' +*+ T ) 



on pourra déterminer par l'analyse précédente les oscillations de la 
troisième espèce. Cette expression est différente pour les diverses va- 
leurs dont i est susceptible; mais on doit observer que, i étant à fort 

peu près égal à 2/1, on peut,supposer -r- = 1, et alors on a pour la 

profondeur de la mer la même expression que nous avons trouvée dans 
le n° 7, relativement aux oscillations de la seconde espèce, ce qui est 
nécessaire pour que cette loi de profondeur puisse être admise. On 
peut même faire coïncider cette profondeur avec celle que nous avons 
trouvée dans le n° 5, relativement aux oscillations de la première es- 
pèce, en supposant / assez grand pour pouvoir négliger l'unité, eu 
égard à 2/* -h/; mais nous avons observé dans le n° 6 que les résis- 
tances éprouvées par la mer dans ses mouvements rendent les oscilla- 
tions de la première espèce indépendantes de la loi de profondeur de 
la mer, en sorte qu'il suffit de considérer les lois de profondeur dans 
lesquelles on peut déterminer à la fois les oscillations de la seconde et 
de la troisième espèce. 

10. Nous avons remarqué dans le n° 8 que, pour satisfaire aux 
observations, il faut supposer la profondeur de la mer à fort peu près 
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constante; nous allons déterminer, dans cette hypothèse, les oscilla- 
tions de la troisième espèce. Nous supposerons, de plus, que r, ty et v 
varient avec assez de lenteur, par rapport aux variations de l'angle 2 ni, 
pour que Ton puisse les traiter comme constants. Nous négligerons 

encore la fraction -> qui exprime le rapport de la densité de la mer 

à la moyenne densité de la Terre, rapport qui parait assez petit, par 
les observations faites sur l'attraction des montagnes. Gela posé, en 
faisant 

on aura 

3L 
aa'=oca— 7— ;— (i — w 2 )cos a t;; 



l'équation (4) du n° 3 deviendra donc, en observant que z = ,—--- 



f* a ) 



^«a(i-^ = -a^(i~^)^(6-2^)«a-^(.~^) 



cos a t;. 



On peut donner a cette équation une forme plus simple, en y faisant 
1 — (x a = x* 9 et en supposant dx constant; on aura ainsi 



= x*(i— j 2 «y- r —xa-r 2oca[/L — x* -. — x s \ h — — x 

v ' àx % dx y Ig ) r*g 



2 cos a t;, 



Pour satisfaire à cette équation, nous ferons 

Cette valeur, substituée dans l'équation différentielle précédente, don- 
nera d'abord, en comparant les coefficients de x 1 , 

Aco— — - - cos a v. 

$r*g 

La comparaison des coefficients de x* donnera l'équation identique 
= 0; enfin la comparaison des coefficients de x 2 ^ \ /étant égal ou 

Œuvres de L. — II. 27 
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plus grand que l'unité, donnera 

o ^ A</+«(a/» -f- 6/) - A</ + 0( 2 f * + 3/) -+- ^! A</>. 

On aura, au moyen de cette équation, les valeurs de A (,) , A (4) , . . . , 
lorsque A (l) et A (a) seront connus. En la mettant sous cette forme 

2 71 2 







A</> 


on en 


tirera 




A</+o 
A</) 


— 


— 




*p 


+ 3/- 



A(/+o __ Jg _ 

" " A (/-+•*)' 



2/1 



ls 



ce qui donne, en supposant /= i, 



on) 

A<«> 



A<«= — ■ 



fr 



2. I a I- 3.1 



£<■■+».■) 



2.2 a -+- 3.2 — 



4^(2*+3.2) 
/g. 



■^(3« + 3.3) 

2.324-3.3 — £--,->- - 

2.4 a -i-3.4- • 



On aura ainsi A (a) au moyen de A (l) ; — est le rapport de la force cen- 
trifuge à la pesanteur sous l'équateur; ce rapport est -^- • En supposant 
donc successivement -. — = 20, ^p~ -= 5, ^- — -» les profondeurs / 
correspondantes de la mer seront -J— > — — => ^ * g » le rayon ter- 

1 2090 722,5 3oi,25 J 

restre étant pris pour unité. Cela posé, on trouvera, par l'analyse pré- 
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cédente. que les valeurs correspondantes de (ta sont 

Ii ,0000 - : - 20, 1862. * 2 -mo,i 164. * 4 
i3,io47.x« -i5,4488.*« —7,4581.*" 
- 2,I975.* 12 — 0,4501 .* M " 0,0687.*" 
- - 0,0082.*"— 0,OOo8.* 20 - 0,OOOI.* 22 

1 ,0000 -.-6, i960.* 2 - i - 3,2474-* 4 
aa=- >-,— * 2 cos 2 t; < -.- 0,7238.** -.- 0,0919.** -+- 0,0076.*" }. 



4r*g 



- 0,0004.** 2 



3L ^ ( 1,0000 -h o,75o4.* a -r- o,i566.*' 

«a- T-i— * 2 cos 2 f; j ' , 

4 r g \ -~ 0,01074. *• -4- 0,0009.** 

11. Réunissons maintenant les diverses oscillations de la mer. Celles 
de la première espèce sont, par le n° 6, en négligeant la densité de la 
mer eu égard à celle de la Terre, 

(sin 2 t;— -^cos 2 v) (1-;- 3cos20). 



b r *g 



On a vu que les oscillations de la seconde espèce sont nulles lorsque la 

profondeur de la mer est partout la même; enfin, les oscillations de 

la troisième espèce sont exprimées par aaco8(an/-i-2o-a^). La 
somme de ces oscillations est la valeur entière de <xy; on aura donc 

olj"— y— (sin 2 t; — £cos 2 t>) (1— 3cos20) -h ce a cos (2 nt -+- 2gj — 2^). 

Si Ton suppose que L est le Soleil, que r exprime sa moyenne distance 
à la Terre, et que mt exprime son moyen mouvement sidéral, on aura, 
par la théorie des forces centrales, 

3L 3/i 2 m 2 3 



4r 3 ST "'"" 4g" '* 2 " 4.a89.(366,26) 2 

Cette quantité est une fraction du rayon terrestre, que nous avons pris 
pour unité; en la multipliant donc par le nombre de mètres que ce 
rayon renferme, on aura 



2-. 
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et il faudra faire varier cette quantité comme le cube du rapport de la 
moyenne distance du Soleil à la Terre à sa distance actuelle. 

Si Ton nomme e le rapport de la masse de la Lune, divisée par le 
cube de sa moyenne distance à la Terre, à la masse du Soleil, divisée 
par le cube de sa moyenne distance, on aura, pour la Lune, 

3L m * * 



4r*g- 



et il faudra faire varier cette quantité comme le cube du rapport de la 
moyenne distance de la Lune à sa distance actuelle. 

Il suit de là que, si Ton désigne par v' et <]/ la déclinaison et l'ascen- 
sion droite de la Lune, on aura, en vertu de son action réunie à celle 

i n 2 
du Soleil, et lorsque la profondeur / de la mer est égale à --» ou 

à -r: — du rayon terrestre, 
aoyo 

«.y =-. o"\ i a S 1 6 • (sin* v — - cos* v - «- e sin* i> — -^c cos* v ) 

i ,oooo -»- >,o. 1 86a .«t* 
-io,n6{..r* --i3.io47.-c 6 

i j iJ38 x* - ï'58i .r 10 

■— o m ,ia3i6/ : " '' " }.r*[cos î vcos('i/ï/ -f-aa — i xty-\-e cos* v' cos (2 nt-^ 20- a*J»')l- 

j -- 2,i975.o: ls — o ? 45oi. x u [ 

- 0.0687 .j; 16 -- o,oo8'2.x 18 

-- 0,0008.x* — 0.0001..1" 

Nous verrons ci-après que e = 3 dans les moyennes distances du 
Soleil et de la Lune ; en supposant donc ces deux astres à ces distances, 
et de plus en opposition ou en conjonction dans le plan de l'équateur, 
la haute et la basse mer répondront au cas où l'angle 2/i/ + 2o- zty 
sera nul ou égal à 200 degrés; on trouve ainsi 7™, 34 pour la diffé- 
rence de la haute à la basse mer sous l'équateur où x = i . Mais, par 
une singularité remarquable, la basse mer a lieu lorsque les deux 
astres sont dans le méridien, tandis que la haute mer arrive lorsqu'ils 
sont à l'horizon, en sorte que l'océan s'abaisse à l'équateur sous l'astre 
qui l'attire. En avançant de l'équateur aux pôles, on trouve que, vers 
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le dix-huitième degré de latitude tant boréale qu'australe, la diffé- 
rence de la haute à la basse mer est nulle; d'où il suit que, dans toute 
la zone comprise entre les deux parallèles de 18 degrés, la basse mer 
a lieu lors du passage des astres au méridien, et qu'au delà de ces 
parallèles la haute mer a lieu à ce même instant. 

Dans le cas de /égal à - — * ou d'une profondeur de la mer égale à 

é> on trouve 

722,5 

a y = o, 1 23 16 • :- (sm 1 v — - cos* v r- f sin* î> — -<? cos* v ) 

f 1,0000 -+-6. 1960.x* ; 

1 -+- 3,2 {74.x* -+- o,7238..r« f 
-h o", 123 16 { m „ [ x* [cos* v cos (2 nt - *- '>. er — x -l) - •- e cos* v' cos (2 /// — à w — 2 V )] . 

f -4- 0,0919.x* -h 0,0076.x 10 k 

v -t-0 7 000{.X ,s / 

et l'on aura, dans les mêmes suppositions que ci-dessus, n^oÔ pour 
la différence de la haute à la basse mer sous l'équateur; mais ici l'in- 
stant de la haute mer est partout celui du passage des astres au mé- 
ridien. 

8 72*- 

Enfin, dans le cas de /-- - •--> ou d'une profondeur de la mer 
double de la précédente, on trouve 

_ , . i+-3cos29 ... 1 , 1 

xr--o",i23i6 • . - - (sm*v — -cos'u — ^sin*?' — -e cos* y 1 

II,OOOOH-0,750|.J7* j 

-h O, I 566. X*-f- O.OI57 4.x 6 >X*[C0S*V C03<2/// -20 — 2*J/) : r COS 1 V' COS (2/1/ -•■ >.B— «y')], 
-r- 0,0009.x 8 ) 

et l'on aura, dans les mêmes suppositions que ci-dessus, i m ,<)o pour 
la différence de la haute à la basse mer, à l'équateur. 

Si l'on augmente la profondeur de la mer, la valeur de %y diminue ; 
mais cette diminution a une limite, et la valeur de aa se réduit bientôt 

à >— — a^cos*^; on trouve alors, lorsque les deux astres sont en con- 
jonction dans le plan de l'équateur, o m , 98528 pour la différence de la 
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haute à la basse mer, à l'équateur; cette quantité est donc la limite de 
cette différence. 

12. La limite que nous venons d'assigner répond au cas où la mer 
prend à chaque instant la figure d'équilibre qui convient aux forces 
qui l'animent. Dans cette hypothèse, la valeur de <x.y peut se détermi- 
ner fort simplement, quelles que soient la loi de profondeur et la den- 
sité de la mer. En effet, elle revient à supposer, dans l'équation (2) du 
n° 1 , que les mouvements de l'astre et de la rotation de la Terre sont 
assez lents pour que l'on puisse négliger les quantités 

d*u du d*v ôv 

Ttf> n d7* W n ôi 9 
et alors celte équation donne, en l'intégrant, 

«V 
a/— 

g 

La partie de <xV dépendante de l'action de l'astre L est, par le n° 4, 
égale à 

j- - (sin 2 t; — £cos 2 t;) (n- 3cosa0) 

3L . 



--- sint;cost;sin0cos0cos(n/-hGj — <J/) 



3L 

-h j— - cos a vsin 2 0cos(2/if -b 2x3 — 2^). 

Supposons que la partie correspondante de <x.y soit égale à cette quan- 
tité multipliée par une indéterminée Q; ce produit étant de la forme 
Y (a \ ou satisfaisant pour Y (2) à l'équation aux différences partielles 

v r ' du 'dm 2 -„,_. 
dp 1— u. 2 

la partie de <xV correspondante à l'action de la couche fluide dont, le 
rayon intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est 14-ay, sera par 
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le n° 2, ~ Y (2) ou =- gY {V ; l'équation %gy - - xV donnera donc 

a/— — .- (sin 2 t; — Jcos 2 t;) (i-h 3cos20) 



*"'{-£,) 



3L 

- - sinf;cosysin(?cos9cos(/i/-T- cj - 4»y 



m- è) 



3L 

cos 2 f;sin 2 0cos(2 7i/ -+- 2gj — 21J/). 



4r ^( 1 -^) 



Dans l'hypothèse que nous considérons, si le Soleil et la Lune sont en 
conjonction avec la même déclinaison, alors l'excès de la haute mer 

relative à midi sur la basse mer qui la suit sera 

3L 

— ^ - (i -■- e) sin 2 0cos 2 t;(i-:- alangvcolfl), 



ar»*(.-l) 



et l'excès de la haute mer relative à minuit sur la même basse mer 
sera, à très-peu près, 

3L 

=~r- (i--«) sin 2 0cos 2 t;(i — 2langt;cot0); 



-'(-è) 



ces deux excès seraient donc entre eux dans le rapport de n- 2 tangv cot 
à 1— 2tangrcot0; ainsi, pour Brest, où 6-- 46°26' à peu près, si les 
deux astres ont 2 3 degrés de déclinaison boréale, ces deux excès se- 
raient dans le rapport de 1,7953 à 0,2047, c'est-à-dire que le premier 
serait environ huit fois plus grand que le second. Suivant les obser- 
vations, ces deux excès sont peu différents l'un de l'autre; l'hypothèse 
dont il s'agit est donc fort éloignée de représenter sur ce point les ob- 
servations, et l'on voit qu'il est indispensable, dans la théorie du flux 
et du reflux de la mer, d'avoir égard au mouvement de rotation de la 
Terre et à celui des astres attirants. 
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CHAPITRE II. 



DE LA STABILITÉ DE L ÉQUILIBRE DES MERS. 



13. Nous avons observé, dans le n° 2, que si, la Terre n'ayant point 
de mouvement de rotation, la profondeur de la mer est constante, 
l'équilibre est stable toutes les fois que la densité moyenne de la Terre 
surpasse celle de la mer; nous allons généraliser ce théorème, et faire 
voir qu'il a lieu quels que soient la loi de profondeur de la mer et le 
mouvement de rotation de la Terre. 

Reprenons les équations générales du mouvement de la mer, don- 
nées dans le n° 36 du premier Livre, 



(5) 

(6) 




ces équations étant relatives à une molécule quelconque de l'intérieur 
ou de la surface de la mer, déterminée par les coordonnées 6 + au, 
u+apet r-i-aj; r+ as étant le rayon mené du centre de gravité de 
la Terre à la molécule, et gy' étant égal à gy— 1 ?- 

Si l'on intègre l'équation (5) depuis la surface du sphéroïde recon-^, 
vert par la mer jusqu'à celle de la mer, on aura 



"- **=/"*( 



d.u\ji- 



àm) 



I. 
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r' et s' étant relatifs à la surface de la mer, et r et s f se rapportant à la 
■m surface du sphéroïde. En représentant par y la profondeur très-petite 

de la mer, on aura r'= r t -+- y, ce qui donne 

et par conséquent, le rayon moyen de la Terre étant pris pour unité, 
on aura, à très-peu près, 

r'V—r, 2 *, — *'—*,; 

or on a 

, dr' , dr' 

as — ar -h au -r ?r -+-av -r-- > 

u! et • étant relatifs à la surface de la mer; on a pareillement 

dr. dr. 

u, et t>, étant relatifs à la surface du sphéroïde; on a donc 

t t àr' , ■■ dr, , , ôr' dr. 



partant, on aura, à très-peu près, 



,dr' . dr. , .dr' 



dr' dr. 

v. 



du v r ' du y r dm ' dw 

(8) " ^ 



Ht - £)■ 



. 1 

£■■' Cette équation n'est pas restreinte, comme l'équation (i) du n° 1, à la 

f condition que u et v soient les mêmes pour toutes les molécules situées 

sur le même rayon; il est facile de voir qu'en remplissant cette condi- 
tion, ces deux équations coïncident. 
Maintenant, si l'on ajoute l'équation (6), multipliée par drdpdu^-, 

% l'équation (7), multipliée par drd^dnj-^ on aura, en l'intégrant, 

OKuvres de L. — 11. 28 
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Pour étendre les intégrales à la masse entière du fluide, il faut les 
prendre depuis r = r t jusqu'à r~r\ depuis pt. = — i jusqu'à |t = i, 
et depuis n = o jusqu'à cr = 27:. En intégrant par rapport à f/., et en 
observant que y' est indépendant de r, on aura 



//**£ % ^H'% ^-T'-fZ-f- 



-£drji-p* 

dp •+■ const. 



dfL 

Aux deux extrémités de l'intégrale, où j*. - — 1 et (/. -- 1, on a 

, du , 

donc 



o - 



l y' -tt dr^i — /x 3 -r- const., 



et par conséquent 



r r dudr > f, d -f?i dr < l -l" 



dp; 



or on a 



J^V^V r d -^'-f 8 ^'dr',— - du,dr, , 



partant, 



jjjdrdpd^f-^-^ 




y'dpdia 



du,dr, , d«'dr' r - i Ij*'*^ **) 

jt-3fiV"P" dTdp^-^-J dr—- djr —J 



Pareillement, si Ton intègre relativement à ct, on a 

C 'Ai a dv W C • t)v a I . d 'J àt dr 
J J drd *ôt ô^-Jr 57 dr J r Si-- 



— dw-t- const. 



Aux deux extrémités de l'intégrale, où rs -•- o et ts — 27:, la valeur de 
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y' -^ est la même, puisqu'elle se rapporte à la même molécule; on a 
donc 



fr'%dr., 



const. -- o; 



partant, 



or on a 



donc 



à C^dr 

J dt Cdr— — — - — ' dr ± 

dm ' J dmdt dt dm dt dm ' 



ff drdw dl % = -fr d ^-dï S - 3? ~dï i f dr £ji) 



et par conséquent 



///***(»* £^-»S£) 



du, dr, , — - du' dr' . s dv' dr' 

■df dj ^-p " lt d£ v ' -'* + dl te 



= f fgr'^dw \ /* / du 

\ dt dm J \ dfÂ. 



d*v 
dmdt 




s. 



Le second membre de cette équation se réduit, en vertu de l'équa- 
tion (8), au terme — / j gy'% d^dn; Inéquation (9) devient donc 

M ///*#*[£ Sf - g J? (. - ,.,] ..• -//W •%■ 

Nous ferons abstraction ici de l'action des astres, pour ne considérer 
que l'action mutuelle des molécules de la mer et du sphéroïde ter- 
restre. La valeur de V est alors due à l'attraction d'une couche aqueuse 
dont, le rayon intérieur étant r', le rayon extérieur est r'+ <ty 9 r' étant 

à très-peu près égal à l'unité. On a vu, dans le n° 2, que, y étant sup- 

28. 
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posé égal à 

Y(o) + yen + Y(v -h Y(*) -h Y<*> -*-. . ., 

on a 

V'= ^ ( Y<°> -h |YCO -h }Y(*> -r- jY<»> h- . . . ); 

r 

or on a généralement 

//YC>YW')rff*db = o, 

lorsque i et i' sont des nombres différents; on a donc 

a Y<«> 

d/ 

dY<»> 
d/ 



sw+'-ff- 



d t , (-- ?)-T*(- > 

dp dm 



) 



W-r P K-£H-->" 



Par le n° 2, on a Y (0) = o; l'équation (io) devient donc, en l'intégrant 
par rapport au temps /, 

(iil ///*+HG?M£K''] 

= M- y // rf( ,*[(,-i)ï<..- + (.-^)ï,- + (.-l)ï<.»^...], 

M étant une constante arbitraire. Il est facile de voir que le premier 

membre de cette équation exprime, à très-peu près, la force vive de la 

masse fluide, en ne considérant que la vitesse relative de ses molécules 

sur le sphéroïde terrestre. 

M est une constante indépendante du temps /, et qui dépend de l'état 

initial du mouvement de la mer; elle est très-petite, lorsque Ton sup- 
pose l'ébranlement primitif peu considérable. 
Si p est plus grand que l'unité, la fonction 

-,//+*[(.-I)T.... + (.- £)!»■.►...] 

sera constamment négative ; elle sera moindre que M, puisque le pre- 
mier membre de l'équation précédente est nécessairement positif; Y (IJ , 
Y ll \ ... ne doivent donc point contenir d'exponentielles croissantes, ni 
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d'arcs de cercle; d'où il suit que l'équilibre de la mer est stable, si sa 
densité est moindre que la densité moyenne de la Terre. 

14. Si la densité de la mer surpasse la moyenne densité de la Terre, 
sa figure cesse d'être stable dans un grand nombre de cas. On a vu dans 
le n° 2 que, la Terre n'ayant point de mouvement de rotation, et la 
profondeur de la mer étant constante, on peut, si p est moindre que 
l'unité, ébranler ce fluide de manière que l'équation de sa surface ren- 
ferme le temps sous la forme d'exponentielles croissantes, ce qui est 
contraire à la stabilité de l'équilibre. La même chose a généralement 
lieu dans le cas où, la Terre ayant un mouvement de rotation, le sphé- 
roïde que recouvre la mer est un solide de révolution, quelle que soit 
d'ailleurs la loi de la profondeur de la mer. 

Reprenons l'équation (n), dans laquelle nous supposerons que les 
valeurs de u et de v sont à très-peu près les mêmes pour toutes les mo- 
lécules situées sur le même rayon. Supposons qu'à l'origine du mou- 
vement on ait eu y = Au., -£ -- o, -r- = o, -. j =- o. Le fluide, aban- 

J * ôt ôt ôt 

donné ensuite à sa pesanteur et à l'attraction de ses molécules, a dû 
prendre un mouvement composé d'une infinité d'oscillations simples, 
telles que l'on a, par leur réunion , 

jr= acos{it -r e) -~ a t cos[i t / + 6|) + rt 2 cos(/ 2 / h- e 2 ) -h. . ., 

a, a,, a 3 , . . . étant des fonctions de ;x. Les constantes i, i |f i 2 ,..., 
e, e 4 , e 2 ,... doivent être telles qu'a l'origine du mouvement, où t -- o, 
on ait eu 

a cose - 1 - a { cosej -f- a 2 cose 2 -f-. . .— ku, 
ai sine -!- a t i { sinei -h- a 2 / 2 sine 2 -+-. . . — o. 

Les valeurs correspondantes de -- et de -r- sont, par le n° 3, de la 
forme 

- ib sin(i7 -4- 1) - i { b { sin(i\ / -f- e<) --. . ., 
iccos{it -\- e) -h i'i c t cos(i\ / -i- 6|) --. . ., 



12) 
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et elles doivent se réduire à zéro, lorsque / = o. Cela posé, si Ton sub- 
stitue les valeurs précédentes dans l'équation (i i), elle deviendra, en 
l'intégrant par rapport à r, 

■+■ fffdptfa lii\ [M t +cci(i-(i ! )] cos(#ï — l'i / -h t — tt) 
-f- ffudpefoliïi [cet (i — ft') — bb{\ cos(// -+■ #i t -t- t ■+- ti) 

-■'//^'[(-f)^-(-è)---] 

-# f /V*2Ï"(i--V (i) Pi^ 

la caractéristique i des intégrales finies s'étendant à toutes les valeurs 
«, i,,...; P (l) , P (a) ,... sont les coefficients de cos(//-f-e)dans Y (,) , Y (,) f ...; 
P ( , n » P ( i a) » • • • sont les coefficients de cos(i, t -+- e,) dans les mêmes quan- 
tités, et ainsi de suite. La comparaison des termes indépendants de /, 
dans cette équation, donne 

lI ,)^ïtew I c.(.- l *,H.é.]..M.- f //^f.x[(.-l)F»«.,(.- , ^)pW' + ...J; 

on a ensuite 

™ //-S-^'-^- *J - ■'//*?■ [(- P i ) p(,, ^('- è)*"— }• 

car le fluide peut avoir séparément chacune des oscillations simples 
relatives aux coefficients i, *,,..., puisqu'en substituant pourj% -rr- et 

-r- leurs valeurs précédentes dans les équations (A) et (B) du n° 3, les 

termes affectés de sin(iV 4- e) et de cos(i> -t- s) doivent se détruire sépa- 
rément; or. en ne considérant que l'oscillation relative à l'angle i7-t-£. 
et supposant nuls tous les termes relatifs aux autres angles, l'équa- 
tion (12) donne, en comparant les coefficients de cos(2f/-f- at), l'équa- 
tion (14); on a donc, en rassemblant toutes les équations semblables 
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à cette dernière équation, 

Si Ton retranche cette équation de l'équation (i3), on aura 

A l'origine du mouvement, on a, par la supposition, y -- Y (4) — hp y 
Ti '"' °' ai ''" o; 'équation (n) donne ainsi 

partant, 

ffydv.d*[i*b* -,- i 2 X - . . .) _: |7rgr(. - 1) A*. 

Si p est moindre que l'unité, ou, ce qui revient au même, si la densité 
de la mer surpasse la moyenne densité de la Terre, le second membre 
de cette équation est négatif; le premier membre est donc pareille- 
ment négatif, ce qui est impossible, tant que i 9 , i), i\ 9 ... sont positifs; 
ainsi, dans ce cas, quelqu'une de ces quantités est négative, et par 
conséquent l'expression de y renferme des exponentielles, et l'équi- 
libre n'est point stable. 
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CHAPITRE III. 



DE LA MANIÈRE d' AVOIR ÉGARD, DANS LA THÉORIE DU FLUX ET DU REFLUX DE LA 
MER, AUX DIVERSES CIRCONSTANCES QUI, DANS CHAQUE PORT, INFLUENT SUR 
LES. MARÉES. 



15. Nous avons supposé, dans le premier Chapitre, que la Terre est 
un solide de révolution, et nous avons déterminé, dans cette hypothèse, 
les oscillations de la mer; rapprochons-nous de la nature, en donnant 
à la Terre une figure quelconque. Dans ce cas, les inégalités de la pre- 
mière espèce seront, en vertu des résistances que la mer éprouve, les 
mêmes que nous avons déterminées dans le n° 7. Relativement aux 
inégalités de la seconde et de la troisième espèce, la valeur de y sera 
formée d'une suite de sinus et de cosinus d'angles proportionnels au 
temps t f et en nommant it un de ces angles, on aura 

y = F cosi/ -4- G sim7, 

gy — V'= F'cosi* 4- G'sini/, 

u = H cosit -h K sin it, 

v — P cos/7 -+- Qsinit. 

Ces valeurs, substituées dans les équations (A) et (B) du n° 3, donne- 
ront les six équations suivantes, en comparant les coefficients des sinus 
et des cosinus de it, 

d¥ f 



ôG' 



i*K a»i>^i--- f A».P = -_ v ^i-- fA i, 
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AWfr 

(l-^)^P-2/l/>/l-fX^.K,: ^-, 



ÔG' 



^ (i- u*)i*Q-hiniuiJi -u 2 . H - 

F = à.yïis/T-^ d.yP 
dp de* 

g = d -y K \/ l -i* 2 ^yQ. 

d/x dm 

Il est facile d'en conclure 



2* dG' 

ot /; 1 i 



àV , r i ^ dm 



n "" i*-4ii*p* "" ' 

an dF 
dG' , i'^dm 

K _ __^_ __ _ j/i- £. 

i» — ^"4j»*fc« 

dF' 2/i , ox dG' 

li---u*)(/*---4nVJ ' 
dG' 2/i # , x dF' 

ce qui donne 

2 . d 2 ]^ d 2 _F y(i--/* 2 ) 

_ ^ ! _ ** ] du* y dm* ^4^,^ dF 

"" i« — 4n»pt» " (i— /**")"(/«—- 4#»»pt») dfi" ' d/x 

dy dF' in dy A y a 



-.— u — - >^, d. -r 



dm dm i ' ôm dG' ait ' i 2 - 4/i 2 jk 2 dG' 



(i--a 2 )(i 2 --4n 2 fx 2 ) i 2 — 4n 2 fx 2 dp i du dm 



En changeant dans cette équation F en G, F' en G' et réciproquement* 

et en changeant le signe des termes multipliés par — ? on aura une 

nouvelle équation entre G, G', F', qui, combinée avec celle-ci, déter- 
minera F et G. 

Œuvres de L. ~ II. 2C) 
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On peut, au moyen de ces équations, déterminer généralement la 
loi de la profondeur de la mer qui rend les oscillations de la seconde 
espèce nulles pour tous les lieux de la Terre. En effet, relativement à 
ces oscillations, i étant très-peu différent de n, on peut suppodfer i = n 
dans les équations précédentes. De plus, F et G étant nuls par la sup- 
position, les valeurs de F' et de G' sont, par le n° 7, VLp^i— p. a coso 
et — M(/.\/i-- (usiner, M étant une fonction de t indépendante de p. 
et de a. En substituant ces valeurs dans l'équation précédente entre F, 

F' et G', on trouvera 

dy . 

O -- COSIÏJ -j 4 - i/l — UL 1 -i • 

L'équation entre G, G' et F' donnera 

. u. -~ COSCJ 

ày , r ^ ùm 

à V- \\ — u* 

d'où Fon tire •£- — o, ^- = o, et par conséquent y égal à une con- 
stante. Les oscillations de la seconde espèce ne peuvent donc dispa- 
raître pour toute la Terre que dans le seul cas où la profondeur de la 
mer est constante. 

Si les oscillations de la troisième espèce sont nulles pour toute la 
Terre, F et G sont nuls relativement a ces oscillations, et Ton a, par 

le n° 9, 

P — N i -u 2 'cos2w, G ; N i -u^sinasj. 

• v » ■ 

N étant une fonction de / indépendante de u, et de a. On peut, de plus, 
supposer à très-peu près i — an; cela posé, l'équation entre F, F' et 
G' donnera 

. I — U* -r 1 - S1I12B 

2v cosaçy ây ÔBS 



COS25J 



I - tt* 4 OU 2 1 — »*' 

» • • 

l % équation entre G, G' et F donnera 

. I — tt* X -~- COS2SJ 

?> smt»«j t*v . t>© 

o u-— sinaw- 

I- - U 3 • OU 3 I - UL* 
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d'où Ton tice ^- — o et 

dm 



2y ôy 

i — fx 2 r d/ji 



Cette dernière équation donne, en l'intégrant, 

A(i-fx*) 

A étant une constante arbitraire. Suivant cette valeur de y» la profon- 
deur de la mer serait infinie lorsque fi = o, ou à l'équateur, ce qui ne 
peut pas être admis; il n'y a donc aucune loi admissible de profondeur 
de la mer qui puisse rendre nulles pour toute la Terre les oscillations 
de la troisième espèce. 

La rapidité du mouvement angulaire de rotation de la Terre, relati- 
vement au mouvement angulaire du Soleil et de la Lune, permettant de 
supposer i = n dans les oscillations de la seconde espèce, et 1=.- in 
dans les oscillations de la troisième espèce, il est facile de conclure 
de l'analyse précédente et des n° 9 6, 8 et 9 que, si l'on marque d'un 
trait, pour la Lune, les quantités L, v, ty et r que nous supposerons se 
rapporter au Soleil , l'élévation aj d'une molécule de la surface de la 
mer au-dessus de la surface d'équilibre qui aurait lieu sans l'action de 
ces deux astres est, à fort peu près, de la forme 



ar ^_ i +3ços^rL (i _ 3sinît;) ^ (i _3 sin9t; , ) -j 



[L L' 1 

— sint;cosvcos(/i/-hci— ^ — 6)-h -7j sint;'cosi;'cos(/if-hGi— <J/ — 6) 

[L L' "1 

— cos a t;cos2(7i/-hGj— <J> — X)-f- -^ cos 2 t/cos2(n/-i-cj— <J/--*) I» 

A, B, € et X étant des fonctions de \i et de ct, dépendantes de la loi de 
la profondeur de la mer. La généralité de cette forme embrasse un 
grand nombre de variétés des phénomènes des marées, qui peuvent 
avoir lieu dans les différents ports. Lorsque la Terre est un solide de 
révolution, il résulte des n os 7 et 9 que l'instant du maximum ou du 

? 9 
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minimum des oscillations de la seconde et de la troisième espèce est le 
même que celui du passage de l'astre qui les produit au méridien; 
mais on voit par la formule précédente que, dans le cas général d'une 
profondeur quelconque, ces instants peuvent être fort différents, et les 
heures des marées peuvent être très-variables d'un port à l'autre, con- 
formément à ce que l'on observe. 

Dans plusieurs ports, les oscillations de la seconde espèce peuvent 
être insensibles, tandis que dans d'autres ports on ne remarquera point 
les oscillations de la troisième espèce. Mais, suivant la formule pré- 
cédente, les maxima ou minima de ces oscillations suivraient d'un 
même intervalle les passages de leurs astres respectifs au méridien, 
puisque les quantités 6 et >> sont les mêmes relativement à chacun des 
deux astres; or nous verrons dans la suite que ce résultat est contraire 
aux observations; ainsi, quelque étendue que soit la formule précé- 
dente, elle ne satisfait pas encore à tous les phénomènes observés. 
L'irrégularité de la profondeur de l'océan, la manière dont il est ré- 
pandu sur la Terre, la position et la pente des rivages, leurs rapports 
avec les côtes qui les avoisinent, les courants, les résistances que les 
eaux éprouvent, toutes ces causes, qu'il est impossible de soumettre au 
calcul, modifient les oscillations de cette grande masse fluide. Nous ne 
pouvons donc qu'analyser les phénomènes généraux qui doivent résul- 
ter des attractions du Soleil et de la Lune, et tirer des observations les 
données dont la connaissance est indispensable pour compléter dans 
chaque port la théorie du flux et du reflux de la mer, et qui sont autant 
d'arbitraires dépendantes de l'étendue de la mer, de sa profondeur et 
des circonstances locales du port. 

16. Envisageons sous ce point de vue général la théorie des oscilla- 
lions de l'océan et sa correspondance avec les observations. On peut 
considérer la mer comme un système d'une infinité de molécules qui 
réagissent les unes sur les autres, soit par leur pression, soit par leur 
attraction mutuelle, et qui, de plus, sont animées par la pesanteur et 
par les forces attractives du Soleil et de la Lune. Sans l'action de ces 
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deux dernières forces, la mer serait depuis longtemps en équilibre; la 
loi de ces forces doit donc en régler les mouvements. 

Pour avoir les forces attractives du Soleil et de la Lune sur une mo- 
lécule de la surface de la mer, déterminée par les coordonnées R 9 a 
et 0, R étant le rayon mené du centre de la Terre à la molécule, nom- 
mons xV la fonction 

31 R a 

— j[sint; cosfl-hcosv sin9cos(n/ + cy -- <J>)] 2 — jl 

3L/ R 2 

H 7j- j [sint/cos04-cosv'sin0cos(n/H-cj- -ij/)] 2 — yj; 

la somme des forces lunaire et solaire, décomposées suivant le rayon 
terrestre, sera a-r^p ou 2«V, en faisant R-- 1 après la d i fie ren dation. 
La somme de ces forces, décomposées perpendiculairement au rayon 
terrestre et dans le plan du méridien de la molécule, sera a -^-; enfin, 
la somme des mêmes forces, décomposées perpendiculairement au plan 

de ce méridien, sera . Q • Ces expressions sont très-approchées pour 

le Soleil, à cause de sa grande distance a la Terre, qui rend insensibles 

*L 

les termes multipliés par — • Elles sont moins exactes pour la Lune; 

mais les phénomènes des marées ne m'ont rien fait apercevoir qui 

puisse dépendre des forces de l'ordre -^î peut-être des observations 

plus exactes et plus nombreuses que celles qui ont été faites rendront 
sensibles les effets de ces forces. 

Ne considérons d'abord que l'action du Soleil, et supposons qu'il se 
meuve dans le plan de l'équateur, uniformément et toujours à la même 
distance du centre de la Terre; les trois forces précédentes deviennent 

3L 

— - [sin 2 — f-f- sin 2 0cos(2nf -f- 1&— 2^)], 

3L 

(A) { — r Sin0COS0[l4-COS(2 7l/-+- 2GJ — 2^)], 



ar 



3L 

— — - sinOsin (2 nt -h nw — 2Ù). 



2T 
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3L 3L 

En. vertu des seules forces constantes — - (sin*0 — \) et — -sinOcosO, 

la mer finirait par être en équilibre; ces forces ne font donc qu'altérer 
un peu la figure permanente qu'elle prend en vertu du mouvement de 
rotation. Mais les trois parties variables des forces précédentes doivent 
exciter dans l'océan des oscillations dont nous allons déterminer la 
nature. 

Ces forces redeviennent les mêmes à chaque intervalle d'un demi- 
jour; or on peut établir, comme un principe général de Dynamique, 
que rétai d'un système de corps, dans lequel les conditions primitives 
du mouvement ont disparu par les résistances qu'il éprouve, est pério- 
dique comme les forces qui raniment; l'état de l'océan doit donc rede- 
venir le même à chaque intervalle d'un demi-jour, en sorte qu'il doit 
v avoir un flux et un reflux dans cet intervalle. 

Pour le faire voir par un raisonnement qui peut s'appliquer à tous 
les cas semblables, supposons qu'à un instant quelconque a, la hauteur 
de la mer dans un port ait été h, et qu'elle soit redevenue la même 
après les intervalles/ (,) f / (,) f / (, \ ...,/ (0 , ..., comptés de l'instant a; 
a -h/ (,) est l'instant où la hauteur de la mer était h 9 après le nombre i 
de ces intervalles; si l'on suppose i très-grand, cet instant ne dépen- 
dra point des conditions de mouvement qui ont eu lieu à l'instant a, 
que nous prendrons pour celui de l'origine du mouvement; car toutes 
ces conditions ont dû bientôt disparaître par les frottements et les résis- 
tances de tout genre que la mer éprouve dans ses oscillations, en sorte 
que, le mouvement de la mer finissant par n'en plus dépendre et par 
se rapporter uniquement aux forces qui la sollicitent, il est impossible 
de connaître l'état primitif de la mer par son état présent. 

Imaginons maintenant qu'à l'instant a plus un demi-jour, tontes les 
conditions du mouvement de la mer aient été les mêmes qu'elles étaient 
dans le premier cas à l'instant a. Puisque les forces solaires sont les 
mêmes et varient de la même manière dans les deux cas, il est clair 
que, dans le second cas. les intervalles successifs après lesquels la 
hauteur de la mer sera À, en partant de l'instant a plus un demi-jour. 
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seront, comme dans le premier cas, / (l) , / (2) , / (3) , . . . , en sorte qu'à 
l'instant a+f {i) 4- un demi-jour, la hauteur de la mer sera h. Mais 
puisque, i étant fort grand, l'état actuel de la mer est indépendant de 
tout ce qui a rapport à l'origine du mouvement, il est visible que 
l'instant a-t-/ (0 -t- un demi-jour doit coïncider avec quelques-uns 
des instants où la hauteur de la mer est h dans le premier cas; on doit 

donc avoir 

a -x-fV) -+- un demi-jour — a -*-/ (/ " f ' r) , 

r étant un nombre entier; partant 

fU+r) —f(t') — un demi-jour, 

d'où il suit que l'état de la mer redevient le même après l'intervalle 
d'un demi-jour. 

Il est vraisemblable qu'en supposant la mer entière ébranlée par une 
cause quelconque, les résistances qu'elle éprouve anéantiraient l'effet 
de cette cause dans l'intervalle de quelques mois, de manière qu'après 
cet intervalle les marées reprendraient leur état naturel. On peut juger 
par là du peu d'influence des vents qui, quelque violents qu'il soient, 
ne sont que locaux et n'ébranlent que la superficie des mers. Ainsi, en 
prenant les résultats moyens d'un grand nombre d'observations conti- 
nuées pendant plusieurs années, ces résultats représenteront à très-peu 
près l'effet des forces régulières qui agissent sur l'océan. 

Imaginons une droite dont les parties représentent le temps, et sur 
cette droite, comme axe des abscisses, concevons une courbe dont les 
ordonnées expriment les hauteurs de la mer; la partie de la courbe cor- 
respondante à l'abscisse qui représente un demi -jour déterminera la 
courbe entière qui sera formée de cette partie répétée à l'infini. Ainsi 
l'intervalle entre deux pleines mers consécutives sera d'un demi-jour, • 
comme l'intervalle entre deux basses mers consécutives. 

17. Déterminons cette courbe, et, pour cela, concevons un second 
Soleil L, parfaitement égal au premier, et mû de la même manière 
dans le plan de l'équateur, avec la seule différence qu'il précède le 
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premier dans son orbite de l'angle n'T, ri étant égal à /i — m f et 

m étant égal à t£- On aura les forces relatives à ce nouveau Soleil en 

changeant, dans l'expression des forces variables qui agitent la mer et 
que nous avons donnée dans le numéro précédent, <]/ dans <|/ + k'T. Ces 
nouvelles forces, ajoutées aux précédentes, produiront les suivantes 

3L 

- Sin 2 0[cOS(2 7l/-h 2GJ — 2<J>) -f- COS(27l/-f- 2GJ — 2vJ; — 2#l'T)], 

Jté m 

3L 

— - sin0cos0[cos(2it/-f- 2cj — a^) -hcos(2/i/ -t- acj — 2^ — an'T)], 

^ » 

3L 
— sin0[sin2n/ -+- 2*5 — 2^) -hsin(2n/-+- 2© — 2^ — an'T)]. 

^L m 

Si l'on fait L, = aLcos/i'T, ces trois forces se réduisent aux suivantes 

3L 

— 1 sin a cos(2n/ -f- 2cj — 2d/ — n'T), 
ar* 

3L 

— i sin0cos0cos(2K/ -t- ae — 21I/ — n'T), 
ar* v T ' 

3L 

i sin0sin(2n/-+- 2cj — 2J; — n'T). 

2f* v T 

Ces dernières forces produisent un flux et un reflux semblable à celui 
qu'exciterait l'astre L, si sa masse se changeait en L,, et si l'on dimi- 
nuait de ^T le temps t dans les forces du numéro précédent; en nom- 
• niant donc y" l'ordonnée de la courbe des hauteurs de la mer corres- 

pondante à l'abscisse / — £T, on aura -^- pour la hauteur de la mer 

produite par les trois forces précédentes. 

Cette hauteur est, par la nature des oscillations très-petites, la 
somme des hauteurs de la mer dues aux actions des deux Soleils L; 
car on sait que le mouvement total d'un système agité par de très-pe- 
tites forces est la somme des mouvements partiels que chaque force lui 
eût imprimés séparément : c'est ainsi que des ondes légères excitées 
dans un bassin se superposent les unes aux autres, comme elles se 
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seraient disposées séparément sur la surface de l'eau tranquille. Cela 
résulte évidemment de ce que les oscillations très-petites sont données 
par des équations différentielles linéaires, dont les intégrales complètes 
sont les sommes de toutes les intégrales partielles qui y satisfont. Soient 
donc y l'ordonnée de la courbe des hauteurs de la mer correspondante 
au temps /, et y' l'ordonnée correspondante au temps /— T; y -h y' sera 
la somme de ces hauteurs; on aura par conséquent 

Maintenant, si Ton développe y' et y" en séries ordonnées par rapport 
aux puissances de T, on aura, en négligeant les puissances supérieures 
au carré, 

r -r * * di -+- 8 dn 

On a, de plus, 

L, = 2L — Ln' 2 T 2 ; 

ces valeurs, substituées dans l'équation (o), donnent 

dt 2 - 4* r, 

d'où l'on tire, en intégrant, 

yz=z — - cos(?.n/ -h 2gj — 2^ — 2X), 

B et X étant deux arbitraires, dont la première dépend de la grandeur 
de la marée totale dans le port, et dont la seconde dépend de l'heure 
de la marée ou du temps dont elle suit le passage du Soleil au méridien. 
Cette expression de y donne la loi suivant laquelle la mer s'élève et 
s'abaisse. Concevons un cercle vertical dont la circonférence représente 
un intervalle d'un demi-jour, et dont le diamètre soit égal à la marée 
totale, c'est-à-dire à la différence des hauteurs de la pleine et de la 

Œuvres de L. — H. ?0 
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basse mer; supposons que les arcs de cette circonférence» en partant 
du point le plus bas, expriment les temps écoulés depuis la basse mer; 
les sinus verses de ces arcs seront les hauteurs de la mer qui corres- 
pondent à ces temps. 

Cette loi s'observe exactement au milieu d'une mer libre de tous 
côtés; mais dans nos ports les circonstances locales en éloignent un 
peu les marées; la mer y emploie un peu plus de temps à descendre 
qu'à monter, et à Brest la différence de ces deux temps est d'environ 
dix minutes. 

Plus une mer est vaste, plus les phénomènes des marées doivent être 
sensibles. Dans une masse fluide, les impressions que reçoit chaque 
molécule se communiquent à la masse entière; c'est par là que Fac- 
tion du Soleil, qui est insensible sur une molécule isolée, produit sur 
l'océan des effets remarquables, et c'est la raison pour laquelle le flux 
et le reflux sont insensibles dans les lacs et dans les petites mers, telles 
que la mer Noire et la mer Caspienne. 

On a vu, dans le n° 10, la grande influence de la profondeur de la 
mer sur la hauteur des marées. Les circonstances locales de chaque 
port peuvent faire varier considérablement cette hauteur. Les ondula- 
tions de la mer, resserrées dans un détroit, peuvent devenir fort 
grandes; la réflexion des eaux par les côtes opposées peut les augmen- 
ter encore : c'est ainsi que les marées, généralement fort petites dans 
les îles de la mer du Sud, sont très-considérables dans nos ports. 

Si l'océan recouvrait un sphéroïde de révolution, et s'il n'éprouvait 
point de résistance dans ses mouvements, l'instant de la pleine mer 
serait celui du passage du Soleil au méridien supérieur ou inférieur; 
mais il n'en est pas ainsi dans la nature, et les circonstances locales' 
font varier considérablement l'heure des marées dans des ports même 
fort voisins. Pour avoir une juste idée de ces variétés, imaginons un 
large canal communiquant avec la mer, en s'avançant fort loin dans 
les terres. Il est visible que les ondulations qui ont lieu à son embou- 
chure se propageront successiveirçpnt dans toute sa longueur, en sorte 
que la figure de sa surface sera formée d'une suite de grandes ondes 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IV. 235 

en mouvement, qui se renouvelleront sans cesse, et qui parcourront 
leur longueur dans l'intervalle d'un demi-jour. Ces ondes produiront 
à chaque point du canal un flux et un reflux qui suivront la loi précé- 
dente; mais les heures du flux retarderont à mesure que les points 
seront plus éloignés de l'embouchure. Ce que nous disons d'un canal 
peut s'appliquer aux fleuves, dont la surface s'élève et s'abaisse par des 
ondes semblables, malgré le mouvement contraire de leurs eaux. On 
observe ces ondes dans toutes les rivières, près de leur embouchure; 
elles se propagent fort loin dans les grands fleuves, et, au détroit du 
Pauxis, dans la rivière des Amazones, à 80 myriamètres de distance 
à la mer, elles sont encore sensibles. 

18. Considérons présentement l'action de la Lune, et supposons que 
cet astre se meuve uniformément dans le plan de l'équateur. Il est clair 
qu'il doit exciter dans l'océan un flux et un reflux semblable à celui qui 
résulte de l'action du Soleil; les deux flux partiels produits par les ac- 
tions de ces astres se combinent sans se troubler mutuellement, et leur 
combinaison produit le flux composé que nous observons dans nos 
ports.' Cela posé, en marquant d'un trait, pour la Lune, les quantités L, 
r, <{/, \ 9 B, relatives à l'action du Soleil, la hauteur de la mer due à 
l'action de la Lune sera exprimée par la fonction 

B' L' 

— 7j- COS[int-\- 2GJ — 2l|/ — 2À'), 

B' et X' étant deux nouvelles arbitraires; la hauteur entière y de la mer, 
due aux actions réunies du Soleil et de la Lune, sera donc 

BL B' L' 

JT=z — C0S(2/i/ -+- 2GJ — 2Vp — 2 A) H jj- C0S(2 7l/-+- 25J — 2l|/ — 2X' ). 

On voit par cette formule que la hauteur des marées doit varier consi- 
dérablement avec les phases de la Lune. Cette hauteur est la plus 
grande lorsque les deux cosinus de l'expression de y sont égaux à 

BL B'L' 

l'unité, et alors elle est la somme des quantités — et —75-- Elle est la 

3o. 
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plus petite lorsque, le cosinus affecté du plus grand coefficient étant i, 
l'autre cosinus est — i , et alors elle est égale à la différence des deux 

quantités précédentes. Si — surpassait -r^-* le maximum et le mini- 
mum de cette hauteur auraient lieu lorsque le premier cosinus serait i , 
et par conséquent ils arriveraient à la même heure du jour. Mais si 

— 7j- surpassait — > la plus petite marée aurait lieu lorsque le premier 

cosinus serait — i, ou à l'instant de la basse mer solaire; l'heure de 
cette marée serait donc à un quart de jour de distance de l'heure de 
la plus grande marée. Voilà donc un moyen simple de reconnaître 

laquelle des deux quantités — et —77- est la plus grande. Toutes les 

observations faites dans nos ports concourent à faire voir que la seconde 
surpasse la première. 

Les constantes arbitraires B, B\ \ et V donnent lieu à plusieurs re- 
marques importantes. Si l'on avait \ = V, la plus grande marée aurait 
lieu au moment de la pleine ou de la nouvelle Lune, et la plus petite 
marée arriverait au moment de la quadrature. En effet, au moment 
de la plus grande marée, les deux angles 2(nt -f- u — <|> — *k) et 
i{nt h- u — <J/— V) sont égaux à zéro ou à un multiple de la circonfé- 
rence ; leur différence est pareillement nulle ou multiple de la circon- 
férence, ce qui, dans le cas de \ = V, suppose la Lune en conjonction 
ou en opposition au Soleil. Suivant les observations faites dans nos 
ports, la plus grande marée suit d'environ un jour et demi la nouvelle 
ou la pleine Lune, en sorte que <|/— <|i est pQsitif et égal au mouvement 
synodique de la Lune, pendant un jour et demi; V— >> est donc néga- 
tif, et par conséquent 1 surpasse V. 

On aura une juste idée de ce phénomène en imaginant, comme ci- 
dessus, un large canal communiquant avec la mer, et s'avançant fort 
loin dans les terres, sous le méridien de son embouchure. Si l'on sup- 
posé qu'à cette embouchure la pleine mer a lieu à l'instant même du 
passage de l'astre au méridien, et qu'elle emploie vingt et une heures à 
parvenir à son extrémité, il est visible qu'à ce dernier point la marée 
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solaire suivra d'une heure le passage du Soleil au méridien; mais, 
deux jours lunaires formant 2 iom \ 070 solaires, le flux lunaire ne sui- 
vra que de 3o minutes le passage de la Lune au méridien. Dans ce cas, 
l'angle X est une heure convertie en degrés, à raison de la circonfé- 
rence entière pour un jour, ce qui donne X = 4o°. L'angle V est l'in- 
tervalle de 3o minutes, converti de la même manière en degrés, ce 
qui donne V= 12 . Si l'extrémité du canal est plus orientale que son 
embouchure d'un certain nombre de degrés, il faudra les ajouter aux 
valeurs précédentes de X et de V pour avoir leurs véritables valeurs. 
Dans l'hypothèse que nous considérons, B et B' sont les mêmes, et 
l'angle \ — V est égal au mouvement synodique de la Lune dans l'in- 
tervalle de vingt et une heures; la différence des valeurs de 1 et de V 
ne fait que reculer de vingt et une heures les phénomènes des marées 
qui ont lieu à l'embouchure, où 1 = V, et il est clair que ce résultat a 
également lieu pour un système quelconque d'astres mus uniformé- 
ment dans le plan de l'équateur. 
Imaginons présentement que le canal dont nous venons de parler ait 

deux embouchures; si l'on suppose -~f- = m (*), la marée qui a lieu a 

la première embouchure par l'action de L produira à l'extrémité du 
canal une marée dont la hauteur sera exprimée par 

BL 

— C0s(2Wf -f- 25J— 2'^ — 2/nT), 

T étant l'intervalle de temps que la marée emploie à se transmettre de 
la première embouchure à l'extrémité du canal. Pareillement, la marée 
qui a lieu à la seconde embouchure produira à l'extrémité du canal 
une marée dont la hauteur sera représentée par 



CL 

r 



-— C0S(2/l/ -f- 2GJ — 2<]> — 2/nT'), 



T' étant l'intervalle de temps que cette marée emploie à se transmettre 

M 
(*) Correction proposée par Bowditch : t Si l'on pose -~- = m' et /»»/* — m', la marée 

qui a lieu > 
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de la seconde embouchure à l'extrémité du canal, et le coefficient C 
dépendant de la hauteur de la marée à cette seconde embouchure. La 
hauteur entière y de la marée, à l'extrémité du canal, produite par 
l'action de l'astre L, sera donc 

BL CL 

J*= — C0S(2/l/-f- 2BJ — 2^ — 2mT) H - C0S(2/l/-f- 2GJ — 2vJ; — 2111 T'). 

Si l'on fait 



on aura 



B, = vB 2 h- C* -h 2BC cos2m (T' — T) , 

. . Bsin2mT-+-Csin2mT' 
sinsÀ, — s > 

B L 

y— —- cos(2/i/-t- 2gj — 2vp — 2À,). 



On voit par là que B, dépend, ainsi que \, de la valeur de m ou de la 
rapidité du mouvement de l'astre dans son orbite, et il est clair que, 
si le canal avait trois ou un plus grand nombre d'embouchures, les 
valeurs de B, et de \ seraient plus composées. Le rapport des coeffi- 
cients — et — 7^-» donné par les observations des marées, n'est donc 

L L' 

point exactement celui des forces — et -^; il peut être fort différent 

dans les différents ports, et ce n'est qu'en ayant égard à la différence 
des valeurs de B et de B' que l'on peut déterminer, par les phénomènes 
des marées, le rapport des forces du Soleil et de la Lune. 

Si, dans le cas où le canal que nous venons de considérer n'a que 
deux embouchures, C est égal à — B, c'est-à-dire si la haute mer a 
lieu à la première embouchure à l'instant où la basse mer a lieu à la 
seconde embouchure: si, de plus, T = T\ ou, ce qui revient au même, 
si les deux marées emploient le même temps à parvenir à l'extrémité 
du canal, on aura B, = o, et il n'y aura point de flux et de reflux à 
cette extrémité, en vertu des oscillations dont la période est d'un demi- 
jour. Ce cas singulier a été observé à Batsha, port du royaume de 
Tunquin, et dans quelques autres lieux. 

La grande variété des circonstances locales qui, dans chaque port, 
influent sur les marées doit donc en produire de considérables dans 
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ces phénomènes, et il n'est probablement aucun cas possible qui n'ait 
lieu sur la Terre. Mais» puisque les constantes B et X seraient les mêmes 
pour le Soleil et la Lune si les mouvements de ces astres étaient égaux, 
il est naturel de supposer que leurs différences sont proportionnelles 
aux différences de ces mouvements; nous adopterons donc cette hypo- 
thèse, et nous verrons qu'elle satisfait avec une précision remarquable 
aux observations. Nous ferons ainsi 

X zzz - mT, 
B:P(i- 2/nQ), 

0, T, P et Q étant les mêmes pour le Soleil et la Lune. Nous donnerons 
dans la suite le moyen de déterminer ces constantes dans chaque port 
par les observations. 

19. Voyons maintenant ce qui doit arriver lorsque le Soleil et la 
Lune, toujours mus dans le plan de l'équateur, sont assujettis à des 
inégalités dans leurs mouvements et dans leurs distances. Les forces 
partielles 

— 5 (sin»0 - |), et ~ sin0 cos0, 

trouvées dans le n° 16, ne seront plus constantes; mais elles varieront 
avec une grande lenteur, et la période de leur variation sera d'une 
année. Si la durée de cette période était infinie, ces forces n'auraient 
d'autre effet que de changer la figure permanente de la mer, qui par- 
viendrait bientôt à l'état d'équilibre. Mais, quoique cette durée soit 
finie, on a vu, dans le n° 6, qu'en vertu des résistances que la mer 
éprouve, on peut la considérer comme étant & chaque instant en équi- 
libre sous l'action de ces forces, et déterminer dans cette hypothèse 
la hauteur correspondante des marées. On a vu de plus que, quelle que 
soit la profondeur de la mer, la hauteur des marées due & l'action de 
ces forces est 

i-i-3cos2 L 
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Si, dans les parties des forces solaires (À) du n° 16 qui sont multi- 
pliées par le sinus et le cosinus de l'angle znt-h au — 2<|>, on sub- 
stitue, au lieu de r et de <j/, leurs valeurs, chacune de ces parties se 
développera en sinus et cosinus d'angles de la forme 21a — iqt -+- at, 
en sorte que Ton aura 

3L 

- — sin*0 cosa (nt •+• m — *|/) = sin*0 . 2A- cosa {ni — qt -+- e), 

3L * 

• — - sin0 cos0 cosi{nt -h m — ty) = sin cos0 . 2A- cosa(/i/ — qt -i- t), 

3L 

— - stn0sina(n/ -:- m — ty) =.- sin0 . 2/rsin a (nf — çf 4- e), 

le signe 2 des intégrales finies servant ici à désigner la somme de tous 
les termes de la forme ico&2(nt — qt-±-t) et t sin 2 (nt — y/-f-e) f 
dans lesquels le premier membre de chacune de ces équations peut se 
décomposer. 

Le plus considérable de ces termes est celui qui dépend de l'angle 
znt — 20U+2C?, et qui produit le flux et le reflux de la mer, dans le 
cas que nous avons examiné ci-dessus, où le Soleil serait mû unifor- 
mément dans le plan de l'équateur, en conservant toujours la même 
distance à la Terre. Les autres termes peuvent être considérés comme 
le résultat de l'action d'autant d'astres particuliers, mus uniformément 
dans le plan de l'équateur. C'est de la combinaison des flux et reflux 
partiels dus à l'action de tous ces astres que se compose le flux et le 
reflux total dû à l'action du Soleil. 

Si l'on nomme / la masse de l'astre fictif dont l'action produit le 
terme dépendant de l'angle 2*/ — 2 71 -h at, et a sa distance au centre 
de la Terre, on aura 

— ï — *, ou — — f*. 

aa* a* * 

On a vu dans le numéro précédent que, le Soleil étant supposé mû 
uniformément dans le plan de l'équateur avec un mouvement angu- 
laire égal à mt, la partie de l'expression de la hauteur de la mer dé- 
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pendante de l'angle nnt — imt -t- 2x3 est égale à 

P(i — 2/nQ) — cos2(/i/ — m/4-Gj — 4-mT), 

les constantes P, Q, et T étant les mêmes pour tous les astres, quel 
que soit leur mouvement propre; la somme de toutes les marées par- 
tielles dues aux actions de tous les astres /, /', /", . . . sera donc 

2P(i — zqQ) — C0S2 [nt — qt -4- t — -h çT), 

et par conséquent elle sera 

2P 1 PO d 

-^-ZÀ-cosafn/ — qt+e— 0-l-?T) -t- -^. ^ 2A-sina(/i/ — ç/h-c — + ?T), 

la différentielle étant prise en supposant nt constant. Mais on a, par ce 

qui précède» 

3L 

lkcos*[nt — qt-\-e — -+-7T) — — j cosn[nt 4- gj— vp — X), 

le temps / étant diminué de T dans les variables nt, ty et r du second 
membre de cette équation, et \ étant égal à — nT; la partie de la 
hauteur de la mer, due à Faction du Soleil et dépendante de l'angle 
2/1/ h- 2ct — 2<|/ f est donc, avec les conditions précédentes, 

P— cos2(n/4-i«j — ^-ï) + PQt- — sin2(/i/-*-G7 — vj; — À) I. 

Si Ton transporte à la Lune ce que nous venons de dire du Soleil, on 
trouvera que la partie de la hauteur de la mer, due à son action et dé- 
pendante du mouvement de rotation de la Terre, est 

L' d T L' ~\ 

P-^COS^/if-t-GJ— VJ/— X ) + P Qrf7 ^Sill2(/lf-t-G7— *J/— X) , 

le temps / devant être encore diminué de T dans cette expression. La 
partie indépendante du mouvement de rotation de la Terre sera 

1 -4- 3cos2 L' 



•K-è)" 
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En réunissant tous les termes dus à Faction du Soleil et de la Lune, on 
aura, pour l'expression approchée de la hauteur <xy de la mer, 



«r 



i 4-3 cos20 /_L _L/\ 

[L L' " 1 

— cos*(nt-\-w — 4 1 — *) ■+■ -rjCOS2(n/-hi«j — vj;'— X) I 

-tt — sin2(/if -+-5J — vp — X) -4- -jj sin2(n/-hisj — vj/ — X) I, 



PQ 

le temps t devant être diminué de T dans les termes multipliés par P, 
et la différentielle étant prise en faisant nt constant. 

20. Examinons enfin le cas de la nature, dans lequel le Soleil et la 
Lune ne se meuvent pas dans le plan de l'équateur. Nous avons donné, 
dans le n° 16, la manière d'obtenir les forces solaires et lunaires dé- 
composées parallèlement à trois droites perpendiculaires entre elles, et 
il en résulte : 

i° Que ces forces, décomposées parallèlement au rayon terrestre, 
sont 

i-+-3cos20rL . o . » x L' . . . M ~| 

^ \jj (i~3sin»t0 +;^(» -3sin»t>')J 

[L L' 1 

— sinvcost;cos(n/-i-Gj — 4 , )H--7^sine; , cost; , cos(ii/4-isj — ^' I 

-+-fsin*0 — cos 2 t;cos2(/i/4-c7 — ty) -h -^ cos 2 i/cos 2(71/4- gj — *|/ I; 

2° Que 'ces forces, décomposées perpendiculairement au rayon ter- 
restre, dans le plan du méridien, sont 

|sin20r~(i-3sin*t;) -;- jL (i_3sin 2 t/)l 

[L L' 1 

— sinvcosvcosfn/H-cj— 4») ■+- -75- sint/'cost/cos(/i/-f-i3 — *{/) I 

[L L' 1 

— cos 2 t;cos2(n/4-Gj — <p)n- -T7COs 2 t/'cos2(/t/-f-© — <{/) I; 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IV. 243 

3° Que ces forces, décomposées perpendiculairement au plan du 
méridien, sont 

[L L' H 

~sini;cost;sin(nf-hcj — vp)-h -jy sini/cost/sin(/i/n-iïj — ty') I 

[L * L' î 

-j cos 2 v sïn* (nt + id — ty) 4- -yj cos a t/sin2(/i/-t-Bj — v|/) I. 

Les forces partielles 

n-3cos20|~L , o . « x L' , o . o ni 
4 [^(i-3sin*t0+ — (,_3sinV)J, 

in2ô[~ (i- 3sin»t/) + ^ (i- 3sin't/')l 



jsin 



croissant avec une grande lenteur, on peut, comme on Ta vu dans le 
numéro précédent, supposer que la mer est; à chaque instant, en équi- 
libre, sous l'action de ces forces, et dans ce cas la valeur de aj, 



3COS20 |~L / o • o \ L ' / r> - o ni 

7 3 \ L^ (, ~ 3sm V) h ?i" ('- 3sin * v )J» 



i-4-3 cos 2 r L 
8ff 



donnée par le n° 6, représente la hauteur de la mer due à l'action de 
ces forces. 

Les forces partielles dépendantes de l'angle 2^ + 20-h... peuvent 
être décomposées en différents termes multipliés par les sinus et les 
cosinus d'angles de la forme 2nt — iqt-\-ii. On s'assurera, comme 
dans le numéro précédent, qu'il en résulte dans l'expression de la hau- 
teur de la mer une quantité égale à • 

P C0S2(/i/ + 5J— ^T*)" 1 *3 C0S2(/lf -hGJ— ty —A) 

„rfrLcos 2 v . , , , ** L'cos a i/ , s ., .»~| 

-t-PQ jt — s sm2(n/-4-Gj — v]> — X)h ^ — sin2(nf-+-Gj — t|/— A) I, 

le temps f devant être diminué de T dans ces termes, et la différen- 
tielle étant prise en faisant nt constant. 

m 3l. 



& 
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Il nous reste à considérer la partie des forces précédentes qui dépend 
de l'angle nt-hv-h.... Cette partie peut se développer en termes mul- 
tipliés par des sinus et cosinus d'angles de la forme nt — qi-\-t 9 q étant 
fort petit relativement à n. Chacun de ces termes produit, dans l'in- 
tervalle d'un jour à peu près, un flux et un reflux analogues à ceux 
que produisent les termes dépendants de l'angle int— i qt -f- 2 e, avec 
la seule différence que le flux relatif à l'angle nt — qt 4- 1 n'a lieu 
qu'une fois par jour, au lieu que le flux relatif à l'angle znt— nqt-h at 
a lieu deux fois par jour. 

On trouvera facilement, par l'analyse des numéros précédents, que 
la hauteur de la mer, due aux forces dont la période est à peu près 
d'un jour, peut être représentée par la formule 

— sini;cosvcos(#!/-!-Gj — vj; — y) -4- -7jsini;'cosu'cos(n/H-isj— ty'—y) I 

• J 

-f-B-i- — sinvcost;sin(n/-4-isj— v|/ — y)-4- -7jSinu'cosu'sin(n/4-isj— ty'—y) I» 

A, B et y étant trois constantes arbitraires, que l'observation peut seule 
déterminer dans chaque port; les différentielles étant prises en faisant 
ni constant, et le temps / devant être diminué d'une constante T', que 
l'observation peut seule déterminer. 

Si l'on réunit maintenant toutes ces hauteurs partielles de la mer, 
on aura, pour sa hauteur entière *y 9 

ri* l' ~i 

-f- À I -j sinr cosr cosmt -r- m— •{* — y ) h- — sint?'cosv'cos>l-h w— ty— y) I 

— B -j-l -j sinrcosrsin[*l-r-iïj — •{# — y] -sinv'cosv' sin^Jt/-î-w— *y — y) I 

-r- Pj — COS s rCOSa^l-f-»— ;{.— 1) -r- — COS*tfCOS 2 *!-+-» — y— à) I 

A V ¥ ¥ " T 

-hPQttI ~cos*rsin3 v *l-r-n — $ — i]-^-rjcas*r'sina v */-T-«F — $'— 1) I, 
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expression dans laquelle on doit observer de prendre les différentielles 
en supposant nt constant, et de diminuer le temps t d'une constante T 
dans les termes multipliés par À et B, et d'une constante T dans les 
termes multipliés par P; ces constantes devant être, ainsi que A, B, y» 
P, Q, \ 9 déterminées dans chaque port par les observations. 
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CHAPITRE IV. 



COMPARAISON DE LA THÉORIE PRÉCÉDENTE AUX OBSERVATIONS. 



f 

21. Développons présentement les principaux phénomènes des ma- 
rées qui résultent de l'expression précédente de y, et comparons-y les 
observations. Nous distinguerons ces phénomènes en deux classes» l'une 
relative aux hauteurs des marées, et l'autre relative à leurs intervalles^ 
et nous les considérerons à leur maximum vers les syzygies, et à leur 
minimum vers les quadratures. 
• 

Des hauteurs des marées vers les syzygies. 

Les instants de la pleine et de la basse mer sont déterminés par 

dr 
l'équation s- = o ; or on peut, en différentiant l'expression précédente 

de ay 9 supposer les quantités t\ t?', r, r', <J> et <}/ constantes, parce 
que, ces quantités variant avec beaucoup de lenteur, l'effet de leurs 
variations est insensible sur les hauteurs de la pleine et de la basse 
mer; car on sait que, vers ces deux points de maximum et de mini- 
mum, une petite erreur dans le temps / est insensible sur la valeur 
de y. On peut négliger pareillement, sans erreur sensible, le terme de 
l'expression de *y multiplié par B; car, les oscillations dépendantes 
de l'angle /!/-+- u et dont la période est d'un demi -jour à peu près 
étant très-petites' dans nos ports, il est fort vraisemblable que le coeffi- 
cient B est insensible ; nous verrons même dans la suite que Q est très- 
peu considérable, en sorte que nous ferons d'abord abstraction du 
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négligée, à raison de la petitesse de (À); 2 (A) est donc la différence 
des deux marées d'un même jour. Nommons présentement y' la demi- 
somme des hauteurs des marées du matin et du soir; y' sera ce que 
nous entendrons dans la suite par hauteur moyenne absolue de la marie 
d'un jour. On aura à très-peu près 

1 -!- 3cos20 fL 



r — — 



3cos20 fL . L' , , . , m1 

7 3\ L^ (l " in } ~*~ ^ ( ' ~ n U 



/ / L \* 2 L L' / L' \ a 

-f Pi/ - COS 2 t/j H - C0S 2 V-ïj C0S 2 V'C0S2(^'— ^)-+-( — C0S*f/ j , 

toutes les variables de cette expression étant relatives à la basse mer 
intermédiaire entre les deux marées du matin et du soir, et devant par 
conséquent se rapporter à un instant qui précède de T cette basse mer. 
Il est très-vraisemblable que la partie de cette expression qui n'est pas 
multipliée par P se rapporte à un instant différent; mais cette partie 
est si petite par rapport à l'autre que l'on peut, sans erreur sensible, 
les rapporter toutes deux à l'instant qui convient à la plus grande. 

Si Ton nomme (A') ce que devient (A) à l'instant de la basse mer 
intermédiaire entre les deux marées du matin et du soir, la hauteur 
de cette basse mer sera 

- ' *?""£ \* '- w °> ■«■£<- 3s *""' »1 + '*•' 



-P 



V \^i cos ) H — j-cos*r-^-cos*r coss^ — + . -H -r^cos 1 » j . 



En retranchant cette expression de la hauteur moyenne absolue de la 
marée du jour, on aura ce que nous nommerons marie totale, qui n'est 
ainsi que l'excès de la demi-somme des deux marées d'un jour sur la 
basse mer intermédiaire. Représentons cet excès par v"; on aura 



/ L \* aL L r / L' \* 

y*— —• A'ï-r-aPl / (^^os^r) — — cos*r-7j cos*r'coM#'— <{/ — ( — cos*r'i 

Enfin, la différence de deux basses mers consécutives sera a [ A'\ 
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Vers le maximum des marées ou vers les syzygies, l'angle <|/— ty est 
peu considérable, puisqu'il est nul au maximum; on aura donc à peu 
près, a l'instant de la pleine mer, ni -f- u — <|/= °k. En substituant cette 
valeur dans la fonction (A), on aura, dans la supposition où le temps / 
doit être diminué de T dans cette fonction, comme dans la fonction 
multipliée par P, 

/ L L' \ 

(A) — — A ( — sinvcosr h — jj sint/cost/'j cos(X - y). 

(A) étant très-petit, Terreur de la supposition précédente doit être 
insensible. La fonction (A') devient à très-peu près 

/ L L' \ 

(A') = A( -- sinv cosv -+- - 7 - sint/cost/) sin(y — X). 

On peut même, vu la petitesse de ces fonctions, y supposer \ = y, ce 
qui rend (A') nul. Cela posé, si, dans les termes multipliés par P des 
expressions de y' et de y", on néglige la quatrième puissance de <|/— <|>, 
on aura, vers les syzygies, 



I H- 3COS2 

r = 

8ff 



7 3T |_ï* ( * ^i-(i-3sin»»')J 

\ 5pj 



L L' 

aP-cos^-^cos'w' 

-+ PUcos»t> + ^cos»»')- - £ L , [(+'-«10* + *?»], 

L L' 

i/ v 4P-iCOS a v- 7 jCOs a t;' 

^= a p(J;-co8^+ --cos'i/ - r -- -J-, [(*'" W + i* 1 ]. 

^ ' — cos 2 t; H- -t- cos a t/ 

y étant la variation de Tare <|/-- -<|* dans l'intervalle des deux pleines 
mers consécutives. L'addition des termes qui en dépendent est fondée 
sur ce que la véritable valeur de (<|/— <|>) 2 de l'expression de y' est la 
demi-somme des carrés (<|/— ty) 2 relatifs aux deux pleines mers con- 
sécutives, et il est facile de voir que cette demi -somme est égale à 
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(+' — 40* +~t9*> l' arc <!*'— + 8 e rapportant ici a la basse mer intermé- 
diaire. Ainsi, les variables des deux formules précédentes se rappor- 
tant à cette basse mer, le carré (<|/— <|>) 2 doit, pour plus d'exactitude, 
être augmenté de {q 2 dans l'expression de y*, et de £ q* dans celle 

de y". 

22. Développons les expressions de y 1 et de y" relatives aux équinoxes 
et aux solstices, pour déterminer l'influence des déclinaisons des astres 
sur les marées. Le terme 

i-h3cos20 [~L , o . « x L' o . • m! 

de l'expression de y' est très- petit; on peut donc y supposer, sans 
erreur sensible, que les variables r, v, r', v' se rapportent à l'instant 
même de la syzygie. Lorsque l'on fait une somme des valeurs de y 
relatives à deux syzygîes consécutives, on peut supposer, dans le terme 
précédent, r' égal à la moyenne distance de la Lune à la Terre dans les 
syzygies; car il est visible que, si la Lune est apogée dans une syzygie, 
elle est à peu près périgée dans la syzygie suivante, r est à peu près 
égal à la moyenne distance de la Terre au Soleil, dans les syzygies des 
équinoxes, et, si l'on considère autant de syzygies vers les solstices 
d'hiver que vers les solstices d'été, on peut supposer encore r égal à 
cette distance moyenne. 

La partie P( — cos 2 t> -\ — — cosVJ de l'expression dey' change sen- 
siblement dans l'intervalle de quelques jours, et, comme elle est con- 
sidérable dans nos ports, il est nécessaire d'avoir égard à sa variation. 
Pour cela, soient t l'inclinaison de l'orbe lunaire à l'équateur, et r la 
distance de la Lune au nœud ascendant de son orbite sur l'équateur; 
on aura sint/= sinc'sinl", et par conséquent 

cos*t/ — i — £sin a e'-h Jsin J e r cos2F. 

Nommons i le temps écoulé depuis le maximum de la marée jusqu'au 
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moment d'une observation quelconque, / étant négatif relativement 
aux observations antérieures à ce maximum; on aura, en négligeant 
les puissances de t supérieures au carré, et en supposant le mouvement 
de la Lune, dans son orbite, uniforme pendant le temps /, ce que Ton 
peut admettre sans erreur sensible, 

cos*t/=: cosV — t-j- sinVsinar— t 2 (-— J sinVcosaF, 

les valeurs de v et de F dans le second membre de cette équation se 
rapportant à la syzygie. Dans les équinoxes et dans les solstices, sinal" 
est nul à peu près ; en ne considérant ainsi les syzygies que vers ces 
points, le terme de l'expression de cosV multiplié par la première 
puissance dç t disparait de la somme des valeurs de y\ surtout si l'on 
en considère un assez grand nombre pour que les valeurs positives et 
négatives de sin2r' se détruisent mutuellement; on aura donc alors 

-i-J (sinV— asinV). 

Prenons pour unité de temps l'intervalle des deux marées consécutives 
du matin ou du soir, vers les syzygies, intervalle d'environ iJ° nr ,o27i. 
Soitu le moyen mouvement synodique de la Lune dans cet intervalle; 
on aura dans les syzygies, en ayant égard à l'argument de la variation, 
qui vers ces points augmente constamment le mouvement lunaire, 



( 



dT'\ 2 
1 X =i,i65v», 



et par conséquent 

cos 2 t/— cos 2 t/— i,i65/ 2 u 2 (sinV— 2sin a t/). 

La variation de -75- peut être négligée, lorsque l'on considère à la fois 
deux syzygies consécutives. On peut négliger pareillement les varia- 
tions de — et de sin a t>, comme étant peu sensibles dans l'intervalle 
d'un petit nombre de jours; elles se rapportent d'ailleurs à l'action 

32. 
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du Soleil, que nous verrons ci-après être trois fois moindre que celle 
de la Lune. 

Il nous reste à considérer le terme 

?. P — cos 2 v -4- cos 2 v' 

— COS 2 V -h -^-r cos 2 v' 

de l'expression de y' . Si Ton nomme e et r pour le Soleil ce que nous 
avons nommé e' et F pour la Lune, on aura à fort peu près, en obser- 
vant que e' diffère très-peu de e, et que sin(r'-h r) est à peu près nul 
dans les syzygies des équinoxes et des solstices, 

e-he' 
cost/cosv'.(v|/--vp) = cos ' (T'— T), 

ce qui change le terme précédent dans celui-ci 

n L L' , e -+- e' 

2P— — COS 2 t 2 V* 

r 3 r 3 2 



r 3 " ' r '3 



— cos 2 r h — j- cos 2 t/ 



Cela posé, si Ton nomme Y' la somme des valeurs de y' correspon- 
dantes à a i syzygies des équinoxes, on aura 






) 



-2/P 



r- ssL . s-»- s' ~| 

,/ I -T cosl I 

2L(|î.*-£)ii« I , I 65.(sin 2 £'-2sin«V)- + - r -^ ,*— - \ 

L ;>snv^cos«V'J 



Dans cette expression, cos 2 V, sin 2 V, cos 2 V, sin 2 V et cos 2 sont 

les valeurs moyennes entre toutes les valeurs correspondantes de cos a t\ 

sin 2 i>, cos 2 t/, sin 2 */ et cos 2 relatives aux ai syzygies. La même ex- 

pression peut représenter encore la somme des valeurs de y' dans ai sy- 
zygies des solstices, dont la moitié se rapporte aux solstices d'hiver. 
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Considérons présentement l'expression de y". Le terme 

/ L L' 

A — sinv cosi» -;- ,- sinv' cosi/ 
\r 3 r J 

est très-petit dans nos ports; il est nul dans les syzygies des équinoxes; 
il disparait encore de la somme des valeurs de y", si l'on considère 
deux syzygies consécutives, et autant de solstices d'hiver que de sol- 
stices d'été. En nommant donc Y" la somme des valeurs de y" corres- 
pondantes à 21 syzygies des équinoxes, on aura 

I — r~ COS* I 

Y^M/p(~cosMh--^cos*V')-4'P^(^h-^)^ i,i65.(sin*c'-2sin*V)-H r * - 2 — ; 

V ' ' * L >°s*V,i>sn\J 

cette expression représente encore la somme des valeurs de y" dans 
21 syzygies des solstices. 

Voyons maintenant ce que les termes dépendants de Q, et que nous 
avons jusqu'ici négligés, ajoutent à ces expressions de Y' et de Y". 
Pour cela, reprenons l'expression (0) de %y du n° 20. Dans les équi- 
noxes et dans les solstices, ------ — est nul; on peut négliger la dif- 
férentielle de — divisée par dt, lorsque Ton considère l'ensemble de 
deux syzygies consécutives; nous négligerons encore 

PQ-y7 — cos 2 vs'ini (ni -h ts — v|/ — X) , 
vu la lenteur des variations de v, ty et r, et parce que — est trois fois 

u 

moindre que -tj- Le terme dépendant de Q dans la formule (0) ajou- 
tera ainsi à l'expression de xy la quantité 



Or on a 



— ?.PQ-t! V C0S 2 t/C0S2(/i/4-GJ --<l' -XV 

dt r * v T 



d'Y ., . <IY 

—J-- cos-v -- - - cose = mcose, 
dt dt 
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rn!t étant le moyen mouvement de la Lune; le terme précédent devient 

ainsi 

L' 

— 2m'PQcose'-ry cos ?. ( nt -t- tn — ^'— *)• 

De là il est facile de conclure que, dans les syzygies des équinoxes, où 
cosi/ = i à fort peu près, le terme dépendant de Q ne fait que changer 
dans les expressions de aj, Y' et Y", L'en L'(i — am'Qcose'), et que 

dans les solstices, où cosv' = cose', L' se change en L'(i n\* en 

sorte que la différence des valeurs de L' dans ces deux cas peut servir 
à déterminer Q. 

23. Comparons les formules précédentes aux observations. Au com- 
mencement de ce siècle, et sur l'invitation de l'Académie des Sciences, 
on fit dans nos ports un grand nombre d'observations du flux et du 
reflux de la mer; elles furent continuées chaque jour à Brest, pendant 
six années consécutives, et, quoiqu'elles laissent à désirer encore, elles 
forment, par leur nombre et par la grandeur et la régularité des ma- 
rées dans ce port, le recueil le plus complet et le plus utile que nous 
ayons en ce genre. C'est aux observations de ce recueil que nous allons 
comparer nos formules. Ces observations étant compliquées de beau- 
coup de circonstances étrangères à l'action du Soleil et de la Lune, il 
faut en considérer un grand nombre, afin que, les effets des causes 
passagères venant à se détruire mutuellement, leur ensemble ne pré- 
sente que l'effet des causes régulières; il faut de plus, par une combi- 
naison avantageuse des observations, faire ressortir les phénomènes 
que l'on veut connaître. C'est ainsi que, dans la vue de déterminer 
l'effet de la déclinaison des astres, nous avons considéré à la fois deux 
syzygies consécutives, dont l'ensemble est indépendant à peu près de 
la variation de la distance de la Lune à la Terre. Pour comparer sur ce 
point les observations à la théorie, j'ai pris dans le recueil cité vingt- 
quatre syzygies vers les équinoxes et vingt -quatre syzygies vers les 
solstices, en considérant toujours deux syzygies consécutives. 
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Voici les jours de ces syzygies à Brest : 

Syzygies des équinoxes. 

Années. 

1711. 28 août, 12 septembre, 26 septembre, 12 octobre. 

1712. i er septembre, i5 septembre. 

1714. 25 août, 8 septembre, 23 septembre, 8 octobre. 

1715. 18 février, 5 mars, 20 mars, 4 avril, 28 août, i3 septembre, 27 sep- 

tembre, 12 octobre. 

1716. 23 février, 8 mars, 23 mars, 6 avril, i er septembre, i5 septembre. 

Syzygies des solstices. 

1711. 16 juin, 3o juin, 25 novembre, 9 décembre. 

1712. 19 juin, 3 juillet, 28 novembre, 1 3 décembre. 

1714. 29 mai, 12 juin, 27 juin, 11 juillet, 21 novembre, 7 décembre, 

21 décembre. 

1715. 5 janvier, 17 juin, i er juillet, 26 novembre, 10 décembre, 25 dé- 

cembre. 

1716. 9 janvier, 5 juin, 19 juin. 

Dans chacune de ces syzygies, j'ai pris une moyenne entre les deux 
hauteurs absolues des deux marées d'un même jour, c'est-k-dire la 
hauteur moyenne absolue de la mer; j'ai considéré le jour qui précède 
la syzygie et que je désigne par — 1, le jour de la syzygie que je dé- 
signe par o, et les quatre jours qui la suivent et que je désigne par 1, 
2, 3, 4« Plusieurs fois on n'a observé qu'une seule des marées de chaque 
jour; j'en ai conclu la hauteur moyenne absolue, en lui ajoutant la 
moitié de son excès sur la marée non observée, excès qu'une première 
discussion des observations m'a fait connaître a très-peu près, tant 
dans les syzygies des équinoxes que dans celles des solstices. 

Plusieurs fois encore, la hauteur de la basse mer intermédiaire entre 
les deux marées d'un même jour n'a point été observée. Pour avoir la 
marée totale, j'ai supposé, conformément a la théorie, que la différence 
des marées totales, dans deux jours consécutifs, est double à fort peu 
près de la différence des hauteurs moyennes absolues correspondantes. 
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J'ai pris un résultat moyen entre les marées totales conclues de cette 
supposition et des observations des deux jours entre lesquels était 
compris celui que je considérais. , 

Quelquefois, la loi des basses mers observées indiquait évidemment 
une erreur de signe dans une de ces hauteurs. Dans ce cas, j'ai presque 
toujours regardé comme nulle l'observation de la basse mer, et j'ai 
conclu la marée totale par la règle que je viens d'exposer. C'est avec 
ces précautions que j'ai formé le tableau suivant, qui présente la 
somme des hauteurs moyennes absolues et des marées totales, cor- 
respondantes à chacjin des jours que j'ai considérés dans les syzygies 
précédentes : 

TABLE I. 



Syzygies des équinoxes. 



urs. ] 


Hauteurs moyennes absolues des marées. 


Marées totales 


-I 


m 
129,890 


128^988 


O 


1 36 ,079 


142,068 


1 


139,851 


i49,342 


2 


139,962 


i5o,o66 


3 


137,479 


143,826 


4 


i3i ,653 
Syzygies des solstices d'été. 


131,770 


-I 


62,004 


58,097 


o 


63,914 


62,002 


i 


65,028 


64,095 


2 


65 , 1 57 


64,995 


3 


64,i47 


63,4*5 


4 


61,914 


59,186 




Syzygies des solstices d'hiver 


1 


-I 


65,2ii 


61 ,098 


o 


66,456 


64,967 


1 


67, 121 


67 , 202 


2 


66,4^4 


67,500 


3 


65,998 


66,187 


4 


63,5 7 4 


61 ,4*5 
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24. Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. On aura, 
relativement aux 48 syzygies : 





TABLE 


IL 




ours. 


Hauteurs moyennes absolues. 


Marées totales 


— I 


m 

257, io5 




248? 1 83 


o 


266,449 




269,037 


I 


272,000 




280,639 


2 


271 ,543 




282 , 56 1 


3 


267 , 624 




273,438 


4 


257, i4» 




252, 38i 



En considérant les variations des hauteurs absolues et des marées to- 
tales de cette Table, on voit que les plus grandes marées n'ont point 
lieu le jour même de la syzygie, mais du premier au second jour. 
Déterminons la distance de l'instant du maximum des marées à la sy- 
zygie, dans les observations précédentes. Pour cela, prenons pour unité 
l'intervalle de deux marées du matin ou du soir vers les syzygies, et 
pour époque l'instant de la basse mer intermédiaire entre les deux 
marées du jour qui précède la syzygie. Soit, pour un jour quelconque 
voisin de cette phase, a + bx — ex 2 l'expression de la hauteur absolue 
d'une marée voisine de la syzygie, x étant le nombre des intervalles 
pris pour unité dont cette marée suit l'époque. Si cette formule se 
rapporte à une marée du matin, l'expression de la marée du soir du 
même jour sera a 4- b(x + ^)- c(x + £) 2 , en ne considérant que les 
inégalités dont la période est à peu près d'un jour, les seules aux- 
quelles il soit nécessaire d'avoir égard ici, parce que les effets des 
autres inégalités se compensent dans les observations de la Table IL 
Si l'on ajoute les deux expressions précédentes, la moitié de leur 
somme sera ce que nous avons nommé hauteur moyenne absolue de 
la marée; l'expression de cette hauteur est ainsi 

L'expression de la basse mer intermédiaire est, suivant notre théorie, 
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de la forme 

«'-- -6(* -+-})-♦- <?(* + {)*, 

a?-:- j étant le temps écoulé depuis l'époque jusqu'à cette basse mer; N 
en nommant donc / ce temps, l'expression de la marée totale sera de 
la forme 

Le maximum de cette marée a lieu lorsque / = — ; cette valeur est 

pareillement la valeur de x correspondante au maximum de la fonc- 
tion a -h bx — ex*. 

Pour déterminer — par les observations, on peut faire usage des 

marées totales de la Table II; mais les hauteurs moyennes absolues 
de cette Table ayant été observées avec plus de soin que les marées 
totales, nous ferons usage de leur ensemble. 

Soient donc/, /', f"%f m %f v ' et/ v les six sommes que l'on obtient 
en ajoutant la hauteur absolue à la marée totale de chaque jour, dans 
la Table II. L'expression analytique de ces sommes sera de la forme 
k -+- ibt — ict 2 , et en y supposant successivement t = o, t = i 9 t= * 9 
t = 3, *= 4» t = 5, on aura les valeurs de /,/',/",/'% /'\ /\ d'où 
Ton tirera 

ib — 5ic-h * - * ,J - - ^ 

9 

et par conséquent 

*_ _ s *(/*■+/"+/»•- -r-r- f) 

En substituant pour /, /',... leurs valeurs numériques, on aura 

— ~- 2,58176. 

2C 

L'intervalle dont le maximum de la marée totale, dans les syzygies de 
la Table II , a suivi l'instant de la basse mer intermédiaire entre les 
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deux marées du jour de la syzygie, est donc i , 58 1 76. On verra ci-après 
que l'intervalle pris pour unité est à fort peu près 1^,02705; en le 
multipliant donc par 1,58176, le produit i j , 6^455 exprimera l'inter- 
valle dont le maximum de la marée totale a suivi l'instant de la basse 
mer du matin du jour de la syzygie. Cet instant est l'heure moyenne 
entre les deux marées de ce jour, et l'on trouve, par un résultat moyen, 
qu'elle a été dans les observations précédentes 0^,39657. On trouve 
encore, par un résultat moyen, que l'heure de la syzygie dans les 
mêmes observations a été à Brest 0^,45667, en sorte qu'elle a suivi 
la basse merde o*, 06010; elle a donc précédé le maximum de la marée 
totale de i j , 56445. Mais, comme une erreur de quelques mètres dans 
ces observations peut influer sensiblement sur cet intervalle, il con- 
vient de déterminer d'une manière plus précise cet élément important 
de la théorie des marées. 

Pour cela, j'ai considéré les hauteurs absolues des marées du second 
jour avant et du cinquième jour après la syzygie; elles sont à peu près 
à égale distance de part et d'autre du maximum des marées, et à cette 
distance elles varient de la manière la plus sensible. J'ai ajouté les 
hauteurs absolues des marées du matin et du soir, du second jour 
avant chaque syzygie, et, lorsque l'on n'a observé qu'une seule hauteur 
dans un jour, je l'ai doublée. Le Recueil cité d'observations renferme 
100 syzygies, dans lesquelles j'ai pu me procurer des observations sem- 
blables. J'ai trouvé ioo9 m ,47o pour la somme des hauteurs absolues 
des marées des seconds jours qui précèdent les syzygies, et ioio m , 886 
pour la somme des hauteurs absolues des marées des cinquièmes jours 
qui les suivent. Mais, parmi les hauteurs qui précèdent les syzygies, 
86 se rapportent au matin, et 1 14 au soir; en prenant donc pour unité 
l'intervalle de la basse mer du second jour qui précède la syzygie à la 
basse mer correspondante du jour suivant, l'heure moyenne à laquelle 
se rapporte la première somme suit celle de la basse mer du second 
jour avant la syzygie de ^, ou de o,o35 de cet intervalle. Dans la 
seconde somme, il y a autant de hauteurs du matin que du soir; l'heure 
à laquelle elle se rapporte est donc celle de la basse mer du cinquième 

33. 
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jour après la syzygie. Ainsi le milieu de l'intervalle compris entre les 
instants auxquels ces sommes se rapportent n'est pas exactement le 
milieu de l'intervalle compris entre l'heure de la basse mer du matin 
du second jour avant la syzygie et celle de la basse mer correspon- 
dante du cinquième jour qui la suit; mais il se rapproche de cette 
seconde limite de 0,0175. 

Si les deux sommes ioo9 m ,470 et ioio n, ,886 étaient égales, ce mi- 
lieu serait l'instant du maximum des marées; mais la seconde somme 
surpassant la première de i m , 4 16, l'instant de ce maximum est un 
peu plus près de l'heure de la basse mer du cinquième jour après la 
syzygie. La hauteur absolue des marées de ce jour et du second jour 
avant la syzygie varie à Brest de o m ,i48o3, pendant une moitié de 
l'intervalle pris pour unité; en supposant donc que l'instant du maxi- 
mum des marées se rapproche d'un centième de cet intervalle vers la 
seconde limite, la somme des 200 hauteurs relatives à la seconde limite 
sera augmentée de o m , 59212, et la somme des 200 hauteurs relatives 
à la première limite sera diminuée de la même quantité, en sorte que 
la différence de ces deux sommes sera i™, 18424; et, puisque l'obser- 
vation donne i m ,4i6 pour cette différence, le maximum des marées 
doit être rapproché, par cette considération, de 0,01196 de la seconde 
limite; en ajoutant 0,0175 à cette quantité, on aura 0,02946 pour le 
temps dont le maximum des marées se rapproche plus de l'heure de 
la basse mer du cinquième jour après la syzygie que le milieu de l'in- 
tervalle compris entre cette basse mer et celle du second jour avant 
la syzygie; ce temps évalué en parties du jour est à fort peu près 

0',o3o22. 

Maintenant le milieu de l'intervalle compris entre ces deux basses 
mers est le même que le milieu compris entre la basse mer du matin 
du jour de la syzygie et la basse mer correspondante du troisième jour 
qui la suit; l'intervalle de deux basses mers consécutives du matin 
étant alors 1^,02705, ce second milieu est éloigné de iJ,54o58 de la 
basse mer du matin du jour de la syzygie. L'heure de cette basse mer 
peut être supposée ^o, 39657, comme dans les observations de la 
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donnent les observations des hauteurs moyennes absolues des marées, 

est dans les limites des erreurs des observations; mais, les hauteurs 

absolues ayant été observées avec plus de soin que les basses mers, 

nous prendrons pour b le tiers de la somme des deux valeurs de b et 

de b' données par les observations, et pour b' le double de ce tiers; 

nous aurons ainsi 

b = 2 m , 5537, b' — 5", 1074. 

Pour déterminer a et a\ nous observerons que la somme des six ex- 
pressions précédentes des hauteurs moyennes absolues des marées est 
6a — è(~ -f- 6k*). Cette somme est, par les observations de la Table II, 
égale à i59i m ,862; on a donc 

i59i m ,86a -f-(^ -r- 6Ar a ).2 m > 5537 

On a de la même manière 

,_ i6o6 n \239-r-(^-f-6**).5' D ,io74 
a _ g 

L'heure moyenne de la syzygie de la Table II a été o J , 4^667; en lui 
ajoutant i*, 50724* distance de la syzygie au maximum de la marée, 
on aura i J , 96391 pour la distance de ce maximum au minuit qui pré- 
cède la syzygie à Brest. L'instant moyen entre les deux marées du jour 
de la syzygie a été 0^,39657; en lui ajoutant f de l'intervalle pris pour 
unité, et qui est égal a 1^,02705, on aura ^,9371 5 pour la distance 
du milieu de l'intervalle compris entre les six jours d'observation au 
minuit qui précède la syzygie. Si l'on retranche cette distance de 
i j , 96391, on aura la valeur de k exprimée en jours et égale à 
0^,02676; en la divisant par 1,02705, on aura, en parties de l'inter- 
valle pris pour unité, k = o,o26o55, ce qui donne 

a = 272*, 760, a'= 282"",6o6; 

ainsi l'expression des nombres relatifs aux hauteurs moyennes abso- 
lues des marées de la Table II est 

27»*, 760 — 2", 5537 . #*, 
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et l'expression des nombres de la même Table relatifs aux marées 

totales est 

282», 606 — 5 ,n , 1 074 . * 2 , 

les valeurs de /, relatives à tous ces nombres, étant respectivement 

— ?.,526o55, --1, 526o55, — o,526o55, 
0,473945, 1,473945, 2,473945. 

En substituant ces valeurs dans les deux formules précédentes et en 
comparant les résultats aux nombres de la Table II, on verra que les 
erreurs sont très-petites et dans les limites de celles dont les obser- 
vations sont susceptibles. 

Comparons maintenant ces formules données par l'observation aux 
formules du n° 22 données par la théorie de la pesanteur. Soit e la hau- 
teur du zéro de l'échelle d'observation au-dessus du niveau d'équilibre 
que la mer prendrait sans l'action du Soleil et de la Lune; soit, de 
plus, h la somme des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil aux 
instants des phases dans les syzygies de la Table II, et A' cette même 
somme relativement à la Lune; on aura, par le n° 22, 

AL A'L'\ b Q „ - - 



,-.,(» 



•'» / l6 



3L 

On a vu, n° 11, que j-£- = o m ,i23i6. La latitude de Brest étant 

de 535685", On a, à très-peu près, 26 = 928630". En négligeant vis- 

.3 
à-vis de l'unité la fraction g-> très-petite, parce que la moyenne den- 
sité p de la Terre surpasse plusieurs fois celle de la mer, on aura 

1 -1- 3cos2 L m /tf 
Nous verrons ci-après que, dans les moyennes distances de la Lune 
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donnent les observations des hauteurs moyennes absolues des marées, 

est dans les limites des erreurs des observations; mais, les hauteurs 

absolues ayant été observées avec plus de soin que les basses mers, 

nous prendrons pour b le tiers de la somme des deux valeurs de b et 

de V données par les observations, et pour b' le double de ce tiers; 

nous aurons ainsi 

b = 2 m , 5537, V = 5 m , 1074. 

Pour déterminer a et a', nous observerons que la somme des six ex- 
pressions précédentes des hauteurs moyennes absolues des marées est 
6a — b(™ -h 6k 2 ). Cette somme est, par les observations de la Table II, 
égale à c59i m ,862; on a donc 

— i%' m >8fa + (^ -+-6fr a ).2 m ,5537 
a ~ 6 

On a de la même manière 

, _ i6o6 m , 239 -+-(^-f-6A- 2 ).5 ro , 1 074 
a- g 

L'heure moyenne de la syzygie de la Table II a été o j , 4^667; en lui 
ajoutant 1**50724, distance de la syzygie au maximum de la marée, 
on aura ^,96391 pour la distance de ce maximum au minuit qui pré- 
cède la syzygie à Brest. L'instant moyen entre les deux marées du jour 
de la syzygie a été 0^39657; en lui ajoutant \ de l'intervalle pris pour 
unité, et qui est égal a 1^,02705, on aura ^,9371 5 pour la distance 
du milieu de l'intervalle compris entre les six jours d'observation au 
minuit qui précède la syzygie. Si l'on retranche cette distance de 
1^,96391, on aura la valeur de k exprimée en jours et égale à 
o*, 02676; en la divisant par 1,02705, on aura, en parties de l'inter- 
valle pris pour unité, k = o,o26o55, ce qui donne 

a = 272"*, 760, «'— 282 m ,6o6; 

ainsi l'expression des nombres relatifs aux hauteurs moyennes abso- 
lues des marées de la Table II est 

272 m , 760 — 2 m , 5537 . f *, 
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change dans L'(i — 2m'Qcoss'), et que dans les syzygies des solstices 
il se change dans L' ( i — ^~=- ) > en sorte que, dans l'ensemble des syzy- 

gies de la Table II, L' doit être changé dans L'I i — m'Qfcose'-i — 7) ; 



or on a 



, 1 ,sin 4 £e' 

cose 4- 7 =2 + 4 



cose cose 



et ce dernier terme peut être négligé par rapport au premier, à cause 
de la petitesse de sin 4 £e'; L' doit donc, relativement aux syzygies de 
la Table II, être changé en I/(i — am'Q), comme si la Lune était en 
mouvement dans le plan même de l'équateur. 

Déterminons la variation des marées, près de leur maximum, qui 
résulte de la théorie de la pesanteur. Pour cela, reprenons l'expression 
de Y'' du n° 22; l'angle e' ayant varié sensiblement dans l'intervalle des 
quarante-huit syzygies de la Table II, il sera déterminé avec une exacti- 
tude suffisante pour notre objet, en prenant pour cosV une moyenne 
entre les carrés des cosinus des déclinaisons de la Lune dans les vingt- 
quatre syzygies solsticiales de cette Table; soient donc p et p les 
sommes des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil et de la Lune 
dans les vingt- quatre syzygies des équinoxes, et q, q' les mêmes 
sommes dans les vingt-quatre syzygies des solstices; nous pourrons 
supposer, à très-peu près, 

. , 24 — a' «*-*-*' q-+-q' 

sin 2 e = , * cos 2 = - — 7-- 

24 2 2 . 24 

Le terme multiplié par t 2 dans l'expression de Y" deviendra ainsi, 
relativement aux vingt-quatre syzygies équinoxiales, 






? 



et le même terme relatif aux vingt-quatre syzygies solsticiales sera 

-**.**$+ £y*(ï$fc -..«*■*?). 

Œuvres de L. — II. , 34 
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L' 

-7j se rapportant ici à la moyenne distance de la Lune à la Terre. 
trouvé 

p~ 23, 68196, />'= 23,75355, q — 20.4^203, ç' — ao, 755*9. 

m est le moyen mouvement synodique de la Lune dans l'intervalle de 
i J , 02705, et ce mouvement est de 141866", en ayant égard à l'argu- 
ment de la variation, qui augmente constamment ce mouvement dans 
les syzygies. On aura ainsi — 3" t 2o4o.i* pour la valeur du terme 
multiplié par /* dans l'expression de Y* relative aux vingt-quatre sy- 
zygies équinoxiales, et — i"\ 8977.1* pour la valeur du même terme 
relatif aux vingt -quatre syzygies solsticiales; ce terme relatif à l'en- 
semble de toutes les syzygies sera donc — d^ioij./ 1 . Les observa- 
tions nous ont donné, dans le numéro précédent, — 5", 1074 . /* pour 
00 même terme; ainsi elles s'accordent parfaitement à cet égard avec 
la théorie. 

26. Comparons séparément les observations des syzygies des équi- 
noxes et celles des syzygies des solstices de la Table I. Si Ton dé- 
termine par la méthode du numéro précédent les expressions des 

hauteurs absolues et des marées totales des syzygies des équinoxes 
données par les observations de cette Table, on trouvera 

i4o" % 432 — i".58n./- 
pour l'expression des hauteurs absolues des marées des équinoxes, et 

i5o*,2S5 — 3 - ,it>23./ J 
pour l'expression des marées totales. On trouvera semblablement 

1 3a"% 328 — o", 97*5 . f * 

pour l'expression des hauteurs absolues des marées des solstices, et 

1 32*, 371 — i m % o45i./ 1 
pour l'expression des marées totales correspondantes. 
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On voit d'abord que les marées totales, en partant du maximum, 
décroissent plus rapidement dans les syzygies des équinoxes que dans 
celles des solstices. Ce résultat de l'observation est entièrement con- 
forme à la théorie, qui, comme on vient de le voir, donne — 3 m ,2o4o 
et — i m ,8977 P our ' es coefficients de * 2 , qui différent très-peu des 
nombres — 3 m ,i623 et — i m ,945i, donnés par les observations. 

Si l'on suppose t = o dans les expressions précédentes, on aura 
8 n0 ,io4 pour l'excès des hauteurs moyennes absolues des marées des 
équinoxes sur celles des solstices, et 1 7™, 864 pour l'excès des marées 
. totales correspondantes des équinoxes sur celles des solstices. Ce 
second excès est un peu plus que double du premier. Par le n° 22, 
il doit surpasser le double du premier de la quantité 

6(i-+-3cos20) |~L , . 41 L' , , M "l 

qui, réduite en nombres, est égale à 2 m ,o5o. Les observations donnent 
i m ,656 pour cette même quantité; la différence est dans les limites 
des erreurs dont elles sont susceptibles. 

L'excès 1 7 m , 864 des marées totales des syzygies des équinoxes sur 
celles des solstices est l'effet des déclinaisons du Soleil et de la Lune, 
qui affaiblissent l'action de ces astres sur la mer. Cet excès, par le 
n° 22, est égal à 

ou à 
*[$tP-f} + îs^(«-»«'Q)tf'-f'î]+»P^-|;-»^Q(i-c M g')(/+J^), 

or on a, par le numéro précédent, 



p [t> + ?T (■- 2 ™'Q)] = 6«,249o; 



34. 
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L' 

de plus, on verra ci-après que -^ (i — 2/ra'Q) est à très-peu près égal 

à — ; enfin, on peut supposer ici cos a e'= £r; la fonction précédente 

devient ainsi 

i 9 -,494 -4- f ^Q Q • i6»,953. 



En l'égalant à l'excès observé i7 m , 864» on pourra déterminer am'Q, 

et l'on trouvera 

2m'Q = — 0,10637. 

Il semble donc résulter des observations précédentes que la rapidité 
du mouvement de la Lune dans son orbite augmente à Brest d'envi- 
ron ^ l'action de la Lune pour soulever les eaux de la mer, comme 
elle retarde d'un jour et demi l'instant du maximum des marées; 
mais cet élément délicat doit être déterminé par un plus grand nombre 
d'observations. 

27. Comparons enfin les marées des syzygies des solstices d'hiver 
à celles des syzygies des solstices d'été de la Table I, pour avoir 
l'effet de la variation des distances du Soleil à la Terre sur les marées. 
Si l'on ajoute ensemble les marées totales des jours r et 2, dans 
les solstices d'hiver de 1^ Table I, on aura i34 m , 702 pour leur 
somme. La même somme dans les marées syzygies des solstices d'été 
est i29 m ,o9o, plus petite que la précédente de 5 m ,6i2, ce qui prouve 
l'influence de la plus grande proximité du Soleil en hiver qu'en été sur 
les marées. 

Pour comparer sur ce point la théorie de la pesanteur aux observa- 
tions, nommons / la somme des carrés des cosinus des déclinaisons du 
Soleil dans les syzygies des solstices d'été de la Table I ; nommons /' 
la même somme pour la Lune. Considérons ensuite que le Soleil est 
d'environ ^ plus près de nous en hiver que dans sa moyenne distance, 

ce qui augmente d'un vingtième la valeur de — 1 qui, par la raison 
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contraire, est diminuée d'un vingtième en été. Gela posé, les formules 
du n° 22 donnent 

4P[£(tt«-»') + £pr(f-»'')] 

pour l'excès que les observations ont donné égal à 5 m , 612; or on a 

73 = 7T> aP-^f. 6^,2490; . 

j'ai trouvé, de plus, 7=10,16776, /'=io,34i3i; la fonction précé- 
dente devient ainsi 4 m »257, ce qui ne diffère que de i m ,355 du résul- 
tat de l'observation. 



28. L'effet de la variation des distances à la Terre est beaucoup plus 
sensible pour la Lune que pour le Soleil. Afin de comparer sur ce point 
la théorie aux observations, j'ai ajouté les marées totales du premier 
et du second jour après celui de la syzygie, dans douze syzygies où le 
demi-diamètre de la Lune, alors voisine du périgée, surpassait 3o mi- 
nutes, et dans les douze syzygies voisines et correspondantes où le 
demi-diamètre de la Lune, alors voisine de son apogée, était au-des- 
sous de 28 minutes; j'ai choisi ces deux jours, parce qu'ils comprennent 
entre eux l'instant du maximum des marées dont ils sont très-proches. 
La Table suivante renferme les jours de ces syzygies et les marées 
totales qui leur correspondent : 
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TABLE III. 



Jours de la syzygie. 



Marées 



17U. 



1715. 



16 janvier. . . . 
3o janvier. . . 

i4 avril 

29 avril 

10 août 

25 août 

8 septembre. 
23 septembre, 

8 octobre . . 
a3 octobre . . 



5 mars 

20 mars 

4 avril 

18 avril 

12 octobre . . 
27 octobre . . 
11 novembre 
26 novembre 



1716. 6 mai, 



2i mai. 
5 juin. 



19 juin... 

4 juillet. 

19 juillet. 



otales périgées. Marées totales apogées. 

m 

3,3o5 
» 
3,529 

» 

D 
4,126 

» 
4,53g 

» 

3,47° 

4,3oo 

» 
4,061 

» 

4,4«5 

» 

3,711 

» 

3,l86 

» 

3,479 

2 , 1 35 » 



m 
)) 


IO,654 


)) 


10,778 


IO,453 


» 


10,614 


» 


10,681 


)> 


)> 


10,985 


» 


10,372 


D 


io,45i 


» 


9,986 


10,244 


D 


9,592 


» 


9,750 



On voit par cette Table que les marées totales correspondantes aux 
demi-diamètres de la Lune plus grands que 3o minutes sont constam- 
ment plus grandes que celles qui correspondent aux demi-diamètres 
plus petits' que 28 minutes. Si Ton ajoute ensemble les marées totales 
relatives aux plus grands demi -diamètres, on aura i64 m , a56 pour 
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leur somme. Celle des marées totales relatives aux douze plus petits 
demi-diamètres est i24 m ,56o. La différence de ces deux sommes est 
39 m ,696i. Voyons ce qu'elle doit être par la théorie. 

Si Ton néglige, comme on Ta fait dans l'expression de y" du n° 21, 
la quantité (A') qui, dans le cas présent, est insensible soit par elle- 
même, soit parce que les déclinaisons de la Lune ont été alternative- 
ment boréales et australes dans les observations de la Table III, il est 
visible par cette expression que Ton aura la partie de la différence de- 
mandée, relative aux termes dépendants de P : i° en prenant le demi- 
diamètre moyen de la Lune, dans les vingt-quatre observations de la 
Table, demi-diamètre que je trouve égal à 2917 secondes; 2 en multi- 
pliant dans chaque observation le carré du cosinus de la déclinaison de 
la Lune par le cube du rapport de son demi-diamètre à 2917 secondes; 
3° en faisant une somme de ces produits relatifs aux douze observations 
dans lesquelles le demi -diamètre de la Lune surpasse 3o minutes, 
somme que je trouve égale à 1 3,5846, et en en retranchant la somme 
des mêmes produits relatifs aux douze observations dans lesquelles le 
demi-diamètre de la Lune a été au-dessous de 28 minutes, et que je 

trouve égale à 9,3628; 4° enfin en multipliant la différence 4» 22 18 de 

L' 

ces deux sommes par 4P-tj> r ' étant ici la distance moyenne syzygie de 

la Lune, ce qui donne 4P~77-4»22i8 pour la partie de la différence 

demandée qui dépend de P. 

Pour avoir la partie qui dépend de Q, nous observerons que, 
par le n° 20, cette partie ajoute à l'expression de ccy le terme 

— 2PQ -^- -Tj cosV : on a, par le n° 22, -j- cos 2 t/= —r- cose', et, si 
l'on prend pour unité la moyenne distance de la Lune à la Terre, 
on a à très -peu près -jr = — ; le terme précédent devient ainsi 

— 2m'PQ -rjcoss', cose' pouvant être supposé égal à l/-?» q 1 étant 

la somme des carrés des cosinus des déclinaisons de la Lune dans les 
vingt-quatre syzygies de la Table II, somme qui, par le numéro précé- 
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dent, est égale à 20,75529. On aura donc la partie de la différence 
cherchée, relative à Q : i° en faisant une somme des cinquièmes 
puissances du rapport du demi -diamètre de la Lune dans chaque 
observation périgée à 2917 secondes, et en en retranchant la même 
somme relative aux observations apogées; 2 en multipliant le reste 

L' l~<f L' 

par — 8/w'PQ-rj l/^r- On trouve ainsi — 8/ra'PQ -77-6,9091, r' se 

rapportant ici à la moyenne distance syzygie de la Lune. 

En ajoutant les deux parties dépendantes de P et de Q, la différence 

demandée sera 

f , 8m'PQ-^(i-2m'Q),2,6873 
4P_ (l _ 2m <Q M , 22I 8 JL ïZTÏÏiïQ " ; 



on a, par le n° 25, 



2P^(i-2m'Q) =:{-£§. 6^,2490; 

la différence précédente devient ainsi 

4o*,562 2m 'Q -a5-,8i9, 

^ I — 2/7lQ u 

En l'égalant à la différence observée 39 m ,696i , on trouve 

2/n'Q = 0,03425, 

valeur insensible et d'un signe contraire à celui de la valeur détermi- 
née dans le numéro précédent, par les phénomènes des marées relatifs 
aux déclinaisons. On voit, par la grandeur du coefficient de 2/n'Q 
datis la différence précédente, que les phénomènes des marées dépen- 
dants de la variation de la distance de la Lune à la Terre sont très- 
propres à la déterminer, et il en résulte que 2/n'Q est très-petit et 
même insensible à Brest. 

En vertu des inégalités de la seconde espèce, ou dont la période est 
à peu près d'un jour, les marées du soir surpassent à Brest celles du 
matin dans les syzygies des solstices d'été; elles en sont surpassées 
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dans les syzygies des solstices d'hiver. Pour déterminer la quantité de 
ce phénomène, j'ai ajouté, dans dix-sept syzygies vers les solstices 
d'été, l'excès des marées du soir sur celles du matin, le premier et le 
second jour après la syzygie. Le maximum des marées tombant à peu 
près au milieu de ces deux jours d'observation, la variation journalière 
de la hauteur des marées dues aux inégalités de la troisième espèce 
est presque insensible dans le résultat, qui ne doit par conséquent 
renfermer que l'excès des marées du soir sur celles du matin, dû aux 
inégalités de la seconde espèce. La somme de ces excès dans les trente- 
quatre jours d'observation a été de 6 m ,i3i. 

J'ai ajouté pareillement l'excès des marées du matin sur celles du 
soir, dans onze syzygies vers les solstices d'hiver. La somme de ces 
excès, dans les vingt-deux jours d'observation, a été de 4 m > 10 9« En 
prenant un milieu entre ces deux résultats, l'excès d'une marée du 
soir sur celle du matin dans les syzygies des solstices d'été, ou d'une 
marée du matin sur celle du soir dans les syzygies des solstices d'hiver, 
en vertu des inégalités de la seconde espèce, est de o m ,i83. 

Cet excès est, par le n° 21 , égal a 

2 A ( — sinvcost;-*- -^ sint/cost;' j cos(X — y); 

cette fonction est donc égale à o m ,i83. Il est probable que cos(X — y) 
diffère peu de l'unité; une longue suite d'observations des basses mers 
du matin et du soir fera connaître exactement sa valeur. 



Des hauteurs des marées vers les quadratures. 

29, Pour déterminer ces hauteurs par la théorie, nous reprendrons 
les expressions complètes de y' et de y" du n° 21, et nous observerons 
que, si l'on change <|/ dans ioo°-i-<{/ ou dans 3oo° -{-<}/, suivant que 
la Lune est vers son premier ou vers son second quartier, on aura, en 
réduisant y' et y" en séries, <J/— <|* étant supposé peu considérable, 
comme cela a lieu vers les quadratures, et en négligeant les termes 
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multipliés par Q, 

r . = _ _l±iï5î|« r L (1 _. 3^,,,, ., V ( , _ 3s|nli ,, ) -| 

»»(-£) L V 

,w, w k 2P— cos*t/-y cos»t>' 

+ P (-% cosV- £ cos«») + ^A - L M' - +}» + 4*'l, 

x ' -77 cos 2 t/ cos 2 i; 

j»' 3 j» 3 

L' L 

/"-- A-yj sint/cost/sin(X — y)rh A— sint;cost;cos(X — y) 

H-2P(^cosV---cos>t; -:--^ ^ [(*' -+)■ + ***]. 

x -7T cos a t/ cos a t/ • 

le signe -+■ ayant lieu vers le premier quartier de la Lune, et le 
signe — vers son second quartier (*). 

L'excès de la marée du soir sur celle du matin a Brest, dans les qua- 
dratures des équinoxes, est, en vertu des inégalités de la seconde espèce, 

L' 
r' 

Il en résulte, par le numéro précédent, qu'à Brest la marée du soir sur- 
passe celle du matin dans les quadratures des équinoxes du printemps; 
elle en est surpassée dans les quadratures des équinoxes d'automne. 

Si, dans un nombre ii de quadratures vers les équinoxes, on consi- 
dère les hauteurs absolues et les marées totales des jours voisins de la 
quadrature, en nommant Y' la somme des hauteurs moyennes abso- 
lues, on trouvera, par l'analyse suivant laquelle Y' a été déterminé 
dans le n° 22, 



2A— sint/cost/cos(A — y). 



, cos 2 V -cos* 

3 |*3 



Y . = ..îi( ! +j« ! «erL (I _ Jrtll . V)H .i/ (l _j -11 . v , ) U,,.,(«/ 

/ Ih CO s*V 
^2iP^ r (/ 2 -i- 1 V)(r-rcosV / cose) 2 { i,o6nsinV-h r * =— 

r X -^C0S*V'-^-CO6*V 

(*) Les termes ■+- ^f 1 , -h jy 1 , ajoutés à (J/— $)* dans ces deux formules, manquent dans 
l'édition originale; cette omission a été signalée par Bowditch. 
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t étant, depuis le minimum de la hauteur moyenne absolue des marées 
jusqu'à l'instant que Ton considère, le nombre des intervalles d'une 
marée à la marée correspondante du jour suivant, vers les quadratures 
des équinoxes; T et T' sont les mouvements du Soleil et de la Lune 
dans cet intervalle, eu égard à l'argument de la variation, qui diminue 
constamment le mouvement lunaire dans les quadratures; e et e' sont 
les inclinaisons des orbes de ces astres à l'équateur. 

La valeur de Y' relative à 21 quadratures, dont i sont vers les sol- 
stices d'hiver çt i vers les solstices d'été, est 

(?Jk cos »v 
'-' ..oÔMtangV 

-7tC0S 2 V -COS a V 
r 3 r S 

En nommant Y" les marées totales correspondantes à Y', on aura, dans 
les ii quadratures des équinoxes, 

Y*=4ip(i^cos*V'-- ^ cos*V^ 

H-4iP^(/a- + -3^)(F-rcosV , cose) 2 ( 1,061 isinV-ï--^ j-- 




-,-cos a V -cos 2 V 

r 8 r 3 



et dans les 21 quadratures des solstices, 



=4«p(£ 



L jCos s V- -cws^V 

cos*V 




H-4/P £ «•+ V (r cose' JLV jj-. -^-e--— - i,o6. . tang'e' 



-rrCOS'V rCOS a V 



Enfin on verra, comme dans le n° 22, que, pour avoir égard aux termes 
dépendants de Q, il suffit de changer L' dans L'( 1— ^^H» dans les 



35. 
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expressions relatives aux équinoxes, et L' dans L'(i — 2/n'Qcose'), 
dans les expressions relatives aux solstices. 

30. Pour comparer ces résultats aux observations, j'ai pris dans le 
Recueil cité les observations relatives à vingt-quatre syzygies vers les 
équinoxes et à vingt-quatre syzygies vers les solstices, en considérant 
toujours deux quadratures consécutives. Voici les jours de ces quadra- 
tures, à Brest : 

Quadratures des équinoxes. 

Années. 

1711. 5 septembre, 19 septembre, 4 octobre, 18 octobre. 

1712. i5 mars, 29 mars, 24 août, 8 septembre, 22 septembre, 7 octobre. 

1714. 18 août, i er septembre, 17 septembre, 3o septembre. 

1715. 12 mars, 28 mars, 22 août, 6 septembre. 

1716. i €r mars, i5 mars, 3o mars, 14 avril, 8 septembre, 23 septembre. 

Quadratures des solstices. 

1711. 23 juin, 7 juillet. 

1712. 27 mai, 12 juin, 25 juin, 11 juillet. 

1714. 21 mai, 5 juin, 20 juin, 4 juillet, 14 décembre, 28 décembre. 

1715. 26 mai, 8 juin, 24 juin, 8 juillet, 18 novembre, 3 décembre, 17 dé- 

cembre. 

1716. 2 janvier, 28 mai, 12 juin, 27 juin, 1 1 juillet. 

J'aurais désiré de considérer autant de quadratures vers les solstices 
d'hiver que vers les solstices d'été ; mais le défaut d'observations ne 
me l'a pas permis. 

Dans chacune de ces quadratures, j'ai pris une moyenne entre les 
hauteurs absolues de deux marées consécutives, pour former ce que je 
nomme hauteur moyenne absolue des marées. J'ai considéré d'abord les 
deux marées du jour de la quadrature, ensuite les deux marées sui- 
vantes, puis les deux marées qui les suivent, enfin les deux marées 
qui suivent ces dernières, en sorte que souvent les deux marées dont 
j'ai considéré l'ensemble n'ont point eu lieu le même jour. La marée 
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totale est l'excès de la hauteur moyenne absolue sur la basse mer inter- 
médiaire. Je désigne par 0, 1, 2, 3 les numéros de ces marées, en 
commençant par celle du jour de la quadrature. Plusieurs fois la hau- 
teur de la basse mer n'a point été observée; quelquefois même on n'a 
observé qu'une des deux hauteurs de chaque jour. J'ai fait usage, 
pour suppléer à ce défaut d'observations, de la même méthode que 
j'ai employée pour les marées syzygies. J'ai obtenu ainsi les résultats 
suivants : 

TABLE IV. 



Quadratures des êquinoxes. 

IN°* des marées. Hauteurs moyennes absolues. 



Marées totales. 



m 



m 





1 

2 
3 



99,5u 

96,059 
io5,639 



69,835 
58,638 
62 , 383 
81,342 



Quadratures des solstices. 



m 



m 






106, 117 


82,244 


1 


102,997 


76,289 


2 


103,220 


76,654 


3 


106,760 


84,498 



31. Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. On aura, 
relativement aux quarante-huit quadratures, les résultats suivants : 

TABLE V. 



ÎS°* des marées. Hauteurs moyennes absolues. 




1 
2 
3 



m 



2o5,6?8 

*97. a 79 

*99' 2 79 
212,399 



Marées totales, 
m 

1 52 , 079 

134,927 
I 3g, o37 

i65,84o 



Prenons pour unité l'intervalle de deux marées du matin ou du soir 
vers les quadratures, et pour époque l'instant moyen entre les deux 
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marées du jour de la quadrature à Brest. Soit, pour un jour quelconque 
voisin de cette phase, a — bx-hcx* l'expression de la hauteur ab- 
solue de la marée, x étant le nombre des intervalles pris pour unité 
dont cette marée suit l'époque. Si cette expression se rapporte à une 
marée du matin, l'expression de la marée du soir du même jour sera 
a — b(x 4- £) -*- c(x -+- £)*, en ne considérant que les inégalités dont 
la période est a peu près d'un demi-jour. En ajoutant ces deux expres- 
sions, la moitié de leur somme sera la hauteur moyenne absolue de la 
mer; l'expression de cette hauteur est ainsi 

L'expression de la basse mer intermédiaire est, suivant la théorie, de 

la forme 

a'-:-6(*-+-{)-c(*-h|)*; 

en faisant donc x ■+- { = t, l'expression de la marée totale sera de la 
forme 

m — 26/4- 2C/ a . 

Le minimum de cette marée a lieu lorsque t = — ; cette valeur de t est 

pareillement la valeur de x correspondante au minimum de la formule 
a — bx -hca?*. 

Pour déterminer — > on peut faire usage des marées totales de la 

Table Y; mais les hauteurs absolues de la même Table ayant été obser- 
vées avec plus de soin que les marées totales, nous ferons usage de 
leur ensemble. Soient donc /,/',/", f m les quatre sommes que l'on 
obtient en ajoutant la hauteur moyenne absolue à la marée totale qui 
lui correspond dans la Table; l'expression analytique de ces sommes 
sera de la forme k — ibt h- ici 1 . En supposant successivement / = <>, 
i = i f t rrr 2, / = 3, on aura les valeurs de /, /', /", /*, d'où l'on 

tirera 

4/ c zf _/ '-/"+/", 



ib - 3/c -: 



4 
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et par conséquent 

h 3 f-'-r-r-r 



2C a 



i "a(/-V # ~/'+>)" =l,a96 *' 



On verra ci-après que l'intervalle pris pour unité est i*,o52i; ainsi 
l'intervalle depuis l'époque jusqu'au minimum des marées, évalué en 
jours, est i j ,3639- Dans ces observations, l'heure de l'époque a été à 
Brest o*,6iai, et l'heure moyenne de la*quadrature a été o J ,4683, en 
sorte que la quadrature a précédé l'époque de oJ,i438. En ajoutant 
cette quantité à i*,3639, on a 1^,5077 pour l'intervalle dont le mini- 
mum de la marée suit la quadrature, ce qui diffère très-peu de l'in- 
tervalle i j , 50724, dont on a vu, dans le n° 24, que le maximum des 
marées suit la syzygie : ces deux intervalles sont donc égaux, comme 
ils doivent l'être par la théorie. Nous les supposerons l'un et l'autre 

de 1^,50724. 

Déterminons la loi des variations des hauteurs movennes absolues et 
des marées totales dans les quarante -huit quadratures précédentes. 
Pour cela, prenons pour unité l'intervalle de deux marées consécutives 
du matin ou du soir vers les quadratures, et nommons k la quantité 
dont l'instant moyen du minimum des marées a précédé le milieu de 
l'intervalle compris entre les quatre jours d'observations. Soit a-\-bi 2 
l'expression générale des hauteurs moyennes absolues de la Table V, 
t étant la distance à l'instant du minimum de ces hauteurs. Les hau- 
teurs moyennes absolues correspondantes aux n os 0, 1, 2, 3 seront 



a + 6(| - k)* t a -+- 6(-J - k)* y a + b{± ■-»- k)\ a^-b[l -\- k)*. 



* 



Si de la somme des deux extrêmes on retranche la somme des deux 
moyennes, on aura l\b pour la différence qui, par la Table V, est égale 
à 2i m , 469, d'où l'on tire b — 5 m ,3672. 

Si l'on représente semblablement par a'-hb't 2 les marées totales de 
la Table V, on trouvera de la même manière 6'~io m ,9887. Suivant la 
théorie b — {b'= 5 m ,4943; la différence entre cette valeur de b et la 
précédente est dans les limites des erreurs des observations. 
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Si Ton prend pour b le tiers de la somme des deux valeurs de b et 
de b\ et pour b' le double de ce tiers, on aura 

b = 5 m ,4^ 2 °> b ' = io m ,9o4o. 

Pour déterminer a et a\ nous observerons que la somme des 
quatre expressions précédentes des hauteurs absolues des marées 
est 4**-+- ^(5 -+- 4* a )« Cette somme est, par la Table V, égale à 
8i4 m , 585; on a donc 

8i4«,585-(5-4-4fr2).5 m ,45?.o 

a r- — - - y j— : . 

4 
On trouvera de la même manière 

, 5pi m ,883 — (5 4-4fr 2 ).ïo m ,oo4o 

a = .___ _ •_. 

Pour déterminer k, nous observerons que l'heure moyenne de la qua- 
drature à Brest, dans les quarante-huit quadratures de la Table V, a été 
o j , 46829; en lui ajoutant i j , 50724, distance de la quadrature au 
minimum des marées, on aura i j , 97553 pour la distance de l'instant 
du minimum des marées au minuit qui précède la quadrature. L'in- 
stant moyen à Brest, entre les deux marées du jour de la quadrature, 
a été, dans les observations de la Table Y, o j ,6i2i5; en lui ajoutant 
| de l'intervalle pris pour unité et qui est égal à 1^,05207, on aura 
2J, 19025 pour la distance du minuit qui précède la quadrature au 
milieu de l'intervalle compris entre les observations extrêmes de la 
Table. Si Ton en retranche i J , 97553, la différence 0^,21472 sera la 
valeur de k exprimée en jours; en la divisant par i j , 05207, on aura 
0,204093 pour cette valeur exprimée en parties de l'intervalle pris 
pour unité, d'où l'on tire 

a = i96 lD ,6o4, a' 1= i33 ra ,886; 

ainsi l'expression des nombres de la Table V, relatifs aux hauteurs 
absolues des marées, est 

196™, 604 -+- 5 m ,452o./ 2 , 
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et l'expression des nombres de la même Table, relatifs aux marées 

totales, est 

1 33 œ , 886 h- i o m , 9040 . t*. 

Comparons maintenant ces formules, données par l'observation, aux 
formules du n° 29, données par la théorie de la pesanteur. Soit e la 
hauteur du zéro de l'échelle d'observation au-dessus du niveau d'équi- 
libre que la mer prendrait sans l'action du Soleil et de la Lune; soit 
de plus h la somme des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil, 
aux instants des phases, dans les quadratures de la Table V, et h' cette 
même somme relativement à la Lune; on aura, par le n° 29, 

/Q 3(i-+-3cos2 0)rL ,. ox L' ox H «/A'L' *L\ . . - a . 

on a relativement à Brest, par le n° 25, 

i-h3cos20 L m ft . 

— — o m , 02745; 



m- h) 



mais, dans les quarante-huit quadratures que nous considérons, la va- 
leur de — n'est point exactement égale à sa valeur moyenne. La Table V 

comprend vingt-quatre quadratures des équinoxes, dix-huit quadra- 
tures d'été et six quadratures d'hiver; or on a vu, dans le n° 27, que, 

dans les quadratures des solstices d'été, — est diminué d'un ving- 
tième, et qu'il est augmenté d'un vingtième dans les quadratures des 
solstices d'hiver; il faut donc multiplier la valeur moyenne de — par j£ 

pour avoir sa valeur moyenne dans les quarante-huit quadratures; de 

L' 

plus, -7j est moindre d'un quarantième dans les quadratures que dans 

les moyennes distances, à raison de l'argument de la variation, et, 
comme il est à très-peu près égal à — dans les moyennes distances, il 
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doit être supposé, dans les quadratures, égal à ^P- -j- Enfin j'ai trouvé, 
dans les quadratures précédentes, 

h = 44,16767, A' = 44,45074; 
on a, cela posé, 

3(i-h3cosa0) [L,, x L' ,,, x l •« 

-^-7 sY 2 hï ( * ~ 32) + 7* {h ~ 3a) = 3 '^ 

L'expression des marées totales de la Table Y, comparée aux formules 
du n° 29, donne 

Cette équation a besoin d'une légère correction, qui tient à ce que, 
dans les quadratures de la Table V, il y a dix-huit quadratures d'été et 
six quadratures d'hiver; or la basse mer de ces quadratures correspond 
à la haute mer solaire du soir, qui, en été, surpasse à Brest la haute 
marée solaire du matin de o m ,o457; il faut donc augmenter 1 33™, 886 
de six fois o m ,o457, pour le rendre indépendant des inégalités dont la 
période est à peu près d'un jour, et alors on a 

D /A'L' AL\ „ œ Q 
d'où Ton tire 

ez=z 2 œ ,778. 

Les observations des syzygies nous ont donné, dans le n° 25, 

e — 2™, 827. 

La petite différence de ces deux valeurs dépend-elle des erreurs des 
observations, ou de ce que la mer ne s'abaisse pas entièrement à Brest 
à la hauteur déterminée par la théorie dans les grandes marées, comme 
je le présume? C'est ce qu'un plus grand nombre d'observations fera 
connaître. 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE IV. 283 

Reprenons l'équation 






Pour réduire les valeurs de -j et de -tj aux moyennes distances du 

Soleil et de la Lune, il faut multiplier la somme des carrés des cosinus 
des déclinaisons du Soleil, dans les quadratures des solstices de la 
Table V, par f£, pour avoir égard au nombre plus grand des solstices 
d'été que des solstices d'hiver; en ajoutant ensuite le produit à la 
somme des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil dans les qua- 
dratures des équinoxes, la somme sera la valeur de h dont on doit 
faire usage. Je trouve ainsi h = 43,6557- 

Dans les quadratures, la valeur de -rj- doit être diminuée d'un qua- 
rantième, à raison de l'argument de la variation, ce qui revient à di- 
minuer dans le même rapport h\ qui se réduit alors à 43,3395; on a 
donc 

2P^43,3395 • Il - 43,655 7 . ^ = i33»,8i 9 , 

retr' étant les moyennes distances du Soleil et de la Lune à la Terre. 
On peut donner à cette équation la forme suivante 

2P. 43,33c)5 • ( -jj -) — 2P.o T 3i62 • ~ = i33 m ,8i9. 

Dans le petit terme 2 P. 0,3162 • — on peut supposer 

L _ i_ / J/ _ LA 

H~2\r ,; > r*)' 

on aura donc 

2P.43, 1814 • (p? " ^) = i33-,8i 9 , 

d'où l'on tire 

36. 
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Nous avons trouvé, dans le n° 25, 

2P (pT + 7ï)= 6m ' 2 49°» 

ce qui donne 

L' c L 

L' L 

ainsi l'on peut supposer, à très-peu près, -^ triple de — • Mais on doit 

observer ici que ce rapport n'est pas exactement celui des masses de 
la Lune et du Soleil, divisées respectivement par les cubes de leurs 
moyennes distances à la Terre. Il résulte du n° 25 que, L' et L expri- 
mant ces masses, et m't, mt exprimant les moyens mouvements de 
ces astres autour de la Terre, le rapport trouvé ci-dessus est celui de 

>* m * 8 2m ; il ne peut donc être pris pour celui de 

L' L 

-ri- à — que dans le cas où Q est nul ou insensible, et l'on a vu pré- 
cédemment que cela a lieu à fort peu près dans le port de Brest. 

Déterminons la variation des marées près de leur minimum, qui 
résulte de la théorie. Pour cela, reprenons les valeurs de Y" du n° 29. 
Soient p et p les sommes des carrés des cosinus des déclinaisons du 
Soleil et de la Lune dans les quadratures des équinoxes de la Table Y; 
soient, q et q' les mêmes sommes dans les quadratures des solstices de 
la même Table; on pourra supposer, dans ces expressions, 

Q p' 

cos 2 e — -^7i cos 2 e = *-:? 
24 24 

le terme multiplié par i 2 dans l'expression de Y" relative aux vingt- 
quatre quadratures équinoxiales devient ainsi 



r et r étant les mouvements de la Lune et du Soleil, dans les quadra- 
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tures, pendant l'intervalle pris pour unité, et qui, dans les quadra- 
tures équinoxiales, est égal à 1^,057496; on doit observer que, dans 
les quadratures, F est constamment diminué en vertu de l'inégalité 
de la variation. 

Le terme multiplié par t* 9 dans l'expression de Y" relative aux vingt- 
quatre quadratures solsticiales de la Table V, devient, en diminuant 

-j d'un quarantième, parce qu'il y a dix-huit solstices d'été sur six sol- 
stices d'hiver, 



""*t^7i)'te 



a 2 4 
— 1,001 1 • 




qL ' p' 



r et T étant les mouvements de la Lune et du Soleil dans ces quadra- 
tures, pendant l'intervalle pris pour unité, et qui, relativement aux 
quadratures des solstices, est égal à i j ,o46644- 

-£ et -7j sont réduits dans ces expressions aux distances moyennes 

du Soleil et de la Lune à la Terre, dans lesquelles on a 

J'ai trouvé 

p — 23,68841, /*' — 20,69652, £-- 20,47926, ^':= 23,75422; 

on aura, cela posé, 7™, 819 pour le terme multiplié par i 2 dans l'ex- 
pression de Y" relative aux vingt-quatre quadratures équinoxiales, et 
a m , 794 pour le même terme relatif aux vingt-quatre quadratures sol- 
sticiales. La somme de ces deux termes est io m ,6i3, ce qui diffère 
très-peu du résultat io ro ,9o4o que donnent les observations de la 

Table V f). 

32. Considérons séparément les marées des quadratures des équi- 
noxes et celles des quadratures des solstices. On trouvera, par la mé- 

(*) Bowditch remarque que les nombres 2 œ ,794 et io ra ,6i3 doivent être augmentés tous 
deux de o m ,i,%n sorte qu'il faut lire a ra ,894 et io m ,7i3. 
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thode du numéro précédent, 

9 4»,o33-4-3«,74 7 ./*, 
58»,3 7 o-f-7 m ,49 5 •<*> 

pour les expressions des hauteurs absolues et des marées totales des 
équinoxes de la Table IY; les expressions des mêmes quantités rela- 
tives aux marées solsticiales de la même Table sont 

io2 m ,57i -+- ï ak f 'jo5.t 2 9 
75 m ,5i7-h3 ,D ,4io./ a . 

On voit d'abord que les marées croissent plus rapidement dans les 
équinoxes que dans les solstices, ce qui est conforme à la théorie. 
Suivant les observations, le coefficient de i 1 relatif aux marées totales 
est 7 m ,495 dans les équinoxes et 3 m ,4io dans les solstices, et Ton a vu 
dans le numéro précédent que la théorie donne 7 m >8i9 et 2 m ,794 C) 
pour ces mêmes coefficients; la différence est dans les limites des 
erreurs des observations et des éléments employés dans le calcul. 

Si Ton retranche le premier terme de l'expression des marées totales 
des équinoxes du premier terme de leur expression dans les quadra- 
tures, la différence i7 m ,i47 sera l'effet des déclinaisons des astres. 
Pour le rendre indépendant des marées dont la période est à peu près 
d'un jour, il faut, comme on Ta vu dans le numéro précédent, lui 
ajouter six fois o m ,o457, et alors il devient i7 m ,42i. 

Suivant les formules du n° 29, cet effet est égal à 



s» 



>P£(A>-*K£[(.— 'Oco.Of-(.-^)/]| 



ft. a p[£(|,-ç) + £(«_ a m'Q) (*'-!>•)] 

-+- R.aP-K- (i- *m'Q) (i- cose') (V+ -£—) amQ , A , 

expression dans laquelle on doit augmenter p de sa trente-neuvième 

(*) Voir la note do la page précédente. 
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partie, et où l'on peut supposer cost' = \—,- En observant que 

£ (i- 2 ,n'Q)= ^, *P[£ + £ (.-am'Q)] = 6», 2 49°, 



elle devient 



i8»,86i-î- - 2m ^ • i5»,oi5, 
i— 2/nQ 



et, en l'égalant au résultat de l'observation 1 7™, 421, on a 

am'Q=r — 0,1061, 

résultat conforme à celui que les observations syzygies nous ont donné 
dans le n° 26, mais d'un signe contraire au résultat trouvé dans le 
n^28 par la comparaison des observations périgées et apogées. Il suit 
de là que Ton peut négliger les termes dépendants de Q, jusqu'à ce 
qu'un très-grand nombre d'observations en ait fixé la véritable valeur. 

33. On a vu, dans le n° 29, que les marées du soir doivent l'empor- 
ter à Brest sur celles du matin dans les quadratures de l'équinoxe du 
printemps, et que le contraire a lieu dans les marées quadratures de 
l'équinoxe d'automne. Pour vérifier ce phénomène, j'ai ajouté, dans 
onze quadratures vers les équinoxes du printemps, l'excès des marées 
du soir sur celles du matin, le premier et le second jour après la qua- 
drature. La somme de ces excès a été de 3 m ,i43. J'ai trouvé pareille- 
ment 3 m ,385 pour la somme des excès des marées du matin sur celles 
du soir, dans treize quadratures vers les équinoxes d'automne. Le 
milieu entre ces observations donne o m ,i38 pour l'excès d'une marée 
du soir sur celle du matin dans les quadratures de l'équinoxe du prin- 
temps, ou d'une marée du matin sur celle du soir dans les quadratures 
de l'équinoxe d'automne. 

Nous avons trouvé, dans le n° 28, o m , i83 pour l'excès des marées du 
soir sur celles du matin dans les syzygies des solstices d'été. Cet excès 

L L/ L/ 

est au précédent, suivant la théorie, dans le rapport de — 4- --,-- à — > 
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ou de 4 à 3, ce qui est, à fort peu près, le rapport des nombres o,i83 
et o,i38. 

Enfin, j'ai trouvé que l'influence de la variation de la distance 
lunaire se manifeste d'une manière aussi sensible par les observations 
dans les marées quadratures que dans les marées syzygies. 

Des heures et des intervalles des marées vers les syzygies. 
34. Reprenons l'équation trouvée dans le n° 21, 

— cos a t>sin-2(iJ> — +') 



langa [nt -+- m — <]/ — l) = -j-, j- 

—y cos 2 t/4- — cos a t;cos2(^ — +') 

et donnons-lui cette forme 

-ïj cos*t/sin2(i]/— <|0 



langa(/t/ -+- bj — ty — A) — — 

— C0S a t>-i yj cos a v'cos2(^'— +) 

L'angle <|>'— ty étant peu considérable vers les syzygies, nous pouvons 
négliger sa troisième puissance; nous aurons ainsi 



nt -+- w - - ty — A — — 



-^cosV. (+'-+) 



L' L 

-rr- C0S a v'4- -r COS a V 

r * r 3 



Considérons l'instant moyen entre les deux pleines mers du même 
jour, instant que nous nommerons heure de la marée totale; l'équation 
précédente aura lieu encore pour cet instant, pourvu que les variables 
nt % <]/ et <|/ s'y rapportent; or nt -f- ct — <]/ est l'angle horaire du Soleil, 
et <]/— <|» est nul au maximum de la marée totale; en nommant donc T 
Theure en temps vrai de ce maximum, l'heure vraie de la marée totale 
d'un jour quelconque sera 

-73 COS*t>\ (+'--+) 

T-i 



L' L 

-rr cos 2 t/ -i- -r C0S*t; 

r 3 r 3 
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le second terme de cette expression étant réduit en temps, à raison de 
la circonférence entière pour un jour. Soit u le mouvement synodique 
de la Lune dans les syzygies, pendant l'intervalle compris entre deux 
marées consécutives du matin ou du soir vers les syzygies, intervalle 
que nous prendrons pour unité; soit / le nombre de ces intervalles, de- 
puis l'instant du maximum dans les syzygies des équinoxes; <|/— <]/ sera 
égal à très-peu près à /vcose', et Ton pourra supposer cosV= cos a i>; 
l'heure, en temps vrai, de la marée sera donc 

L ' , 

-rr- tvCOSt 
r'9 



}L h. 



Dans les solstices, (<|/ — <|») coso' est à très-peu près égal à t\i, et l'on 

peut supposer encore cos't/= cos'v; l'heure vraie de la marée sera 

donc 

L ' , 



T-t- 



[k + £) 



cosv 



t dans ces«formules devant être supposé négatif relativement aux ma- 
rées antérieures au maximum. Comparons-y les observations. 

35. Pour cela, j'ai déterminé les heures des marées totales de la 
Table I dans les jours 0, 1, 2 et 3, en prenant le milieu entre les 
heures des deux pleines mers qui se rapportent au même jour, ces 
heures étant comptées du minuit vrai précédent. J'ai trouvé les résul- 
tats suivants : 



OBmrres de L. — 11. 3*7 
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TABLE VI. 

Syzygies des équinoxes. 

Jours comptés Heure, en temps vrai, 

de la de la 

syiygie. marée totale à Brest. 

J J 

0,39708 

1 0,4^222 

2 0,44733 

3 o»47 35 9 

Syzygies des solstices. 

0,39606 

1 0,4^92 

2 0,45369 

3 0,48186 

Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. En prenant une 
moyenne entre les heures des marées totales de cette Table, corres- 
pondantes au même jour, dans les syzygies des équinoxes et dans 
celles des solstices, on aura 0^,39657, o*,4 2 4 7» o*,45o5i, o*,4777 2 5 
pour les heures vraies des marées totales correspondantes aux jours 
0, 1, 2, 3. Soit a-hbt' l'expression générale de ces heures, /' étant 
le nombre des intervalles pris pour unité, comptés de l'instant de la 
marée totale du jour de la syzygie. En retranchant de l'heure dç la 
quatrième marée celle de la première,- la différence sera égale à 36, 
d'où l'on tire b - 0^,027052. Si de la somme des quatre heures précé- 
dentes on retranche 66, la différence sera !\a % ce qui donne a=o*, 39664; 
ainsi l'expression de ces heures est 

oj, 39664 — oj, 027052 . / ' . 

Pour en conclure la constante T du numéro précédent, nous obser- 
verons que, quand la marée s'éloigne de i*, 02705? de la syzygie. 
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son heure augmente de o j , 027052; or, dans les syzygies de la Table 
précédente, l'heure de la syzygie à Brest a été, par un milieu, à 
o*, 45667 ; en supposant donc que cette heure soit o 1 , 45667 — x, 
l'heure de la marée totale sera 0^,39664-+- 0^,027052.0?, et cette der- 
nière heure suivra la syzygie de 1,027052.0? — oJ,o6oo3 : maintenant 
T est l'heure de la marée totale correspondante au maximum, et, par 
le n° 24, cette marée suit la syzygie de 1^,50724; en égalant donc à 
cette quantité la fonction 1,027052.0? — o*,o6oo3, on déterminera x, 

et l'on trouvera 

oj, 39664 ■+■ o , 027052 . x = oJ, 43793. 

C'est la valeur de T à Brest, et ce serait dans ce port l'heure de la 
marée totale solaire, si le Soleil agissait seul sur la mer, en supposant 
cet astre mû uniformément dans le plan de l'équateur. Si l'on en re- 
tranche un quart de jour, la différence o*, 18793 serait, dans ces sup- 
positions, l'heure de la pleine mer solaire à Brest, comptée du minuit 
ou du midi vrai. 

Déterminons la valeur du coefficient de t' qui résulte de la loi de la 
pesanteur. On a vu, dans le numéro précédent, que ce coefficient, 
dans les syzygies des équinoxes, est égal à 



L' 



7T y cose 



t 



3 






l'angle u est, par le n° 25, égal à 141866"; en le divisant par 4> pour le 
réduire en parties du jour, il devient o j ,o354665. On peut supposer 

cose' égal à 4 / -2-5 q' étant, par le n° 25, égal à 20,75529; on a d'ail- 
leurs, dans les syzygies des équinoxes, —- = -> -\ mais il faut dimi- 

nuer cette valeur d'un trentième, parce que, dans l'équation -£ = o 

L L' 

du n° 21, les expressions de — et de -rj sont multipliées respective- 
ment par h — m et n — m\ mt et m t étant les mouvements du Soleil 

3 7 . 
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et de la Lune; ml— m est un trentième à peu près de n — m; on trou- 
vera ainsi 0^,024679 pour le coefficient de /' dans les syzygies des 
équinoxes, qui résulte de la théorie. 

Dans les syzygies des solstices, ce coefficient est, par le numéro 
précédent, égal à 



L' 



( è + ?ï) C0SV ' 

Nous pouvons supposer cost>' = v"V ce ^ donne o*,oa86o3 pour 

ce coefficient. En l'ajoutant au précédent, et prenant la moitié de la 
somme, on aura o*, 026641 égal au coefficient de /'que donne la théo- 
rie, relativement à l'ensemble des syzygies de la Table VI, ce qui dif- 
fère peu du résultat 0^,027052 donné par les observations. 

Pour faire coïncider les deux résultats des observations et de la théo- 

L' L 

rie, il faudrait augmenter un peu le rapport de -77 à -^> ce qui fournit 

un nouveau moyen de déterminer ce rapport. Mais on déterminera cet 
élément important avec exactitude, en employant les différences des 
heures observées des marées, à trois jours et demi à peu près de dis- 
tance de part et d'autre du maximum des marées. Pour cela, j'ai con- 
sidéré, dans le Recueil cité d'observations, quatre-vingt-dix-huit syzy- 
gies, et j'ai ajouté les heures des pleines mers du matin et du soir du 
second jour avant la syzygie, ces heures étant comptées du minuit vrai 
pour les marées du matin, et du midi vrai pour les marées du soir; 
lorsque l'heure de la marée n'a été observée qu'une fois dans un jour, 
je l'ai doublée, ce qui m'a donné cent quatre-vingt-seize observations. 
J'ai ajouté pareillement les heures des pleines mers du matin et du 
soir du cinquième jour après la syzygie. La somme de ces heures 
a été 16^,997222 relativement au second jour avant la syzygie, et 
55^,386111 pour le cinquième jour après. Leur différence, divisée 
par 196, est égale à 0^,195862; c'est le retard des marées dans l'in- 
tervalle de ces observations. 
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Reprenons l'équation du numéro précédent 

-7j cos 2 v'sin2(t}/ — ty) 

tang2(n/4-o — + -X)= j- ^ 

— cos 2 v-f- -7- cos^v'cos?.^'— +) 

Les quatre-vingt-dix-huit syzygies que j'ai considérées ayant été prises 
indistinctement vers les équinoxes et vers les solstices, on peut sup- 
poser eos*t/= cos'r, et <J/ — <J/ égal au mouvement synodique de la 
Lune, depuis l'instant de la plus grande marée; or cet instant est 
tombé, à fort peu près, au milieu de l'intervalle compris entre les 
observations; on peut donc supposer 2 (<]>'— <\>) égal au mouvement 
synodique de la Lune pendant cet intervalle. De plus, l'heure de la 
plus grande marée est déterminée par l'équation nt-\-xs — ^ — >..— o; 
a(n/-h z5 — <J> — \) est donc le retard de la marée dans l'intervalle 
compris entre les observations, ce retard étant évalué en parties du 
quart de cercle, à raison de la circonférence entière pour un jour. En 
le nommant p. après l'avoir ainsi évalué, on aura 

L^ 

r'« _ tangfx 



L^ sin2(ij/ — ^) ~tangfjtcos2(^' — 40 

Les observations précédentes donnent [/. = 783448"; mais, parmi les 
observations qui précèdent la syzygie, cent douze se rapportent au 
soir, et, parmi celles qui suivent la syzygie, cent seulement se rap- 
portent au soir; d'où il est aisé de conclure que l'intervalle moyen 
des observations a été de 7J, 165249. En supposant cet intervalle éga- 
lement partagé par l'instant du maximum de la pleine mer, et en 
ayant égard à l'argument de la variation, on trouve 983284" pour le 
mouvement synodique de la Lune dans cet intervalle; c'est la valeur 
de *(<]/ — <J>); on aura, cela posé, 

— ^3,o53.-. 



1 
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Cette valeur se rapporte à la moyenne distance de la Lune à la Terre, 
parce que l'inégalité de la variation est nulle, à fort peu près, aux 
limites de l'intervalle compris entre ces observations; mais il faut, 
comme on Ta vu, l'augmenter d'un trentième, ce qui donne 

valeur très-approchante de 3. Les observations des hauteurs et des 
intervalles des marées concourent donc a faire voir qu'à Brest l'effet 
de l'action de la Lune sur les marées est, k très-peu près, triple de 
celui du Soleil. 

36. Considérons séparément les syzygies des équinoxes et celles des 
solstices de la Table YI. En y appliquant la méthode du numéro précé- 
dent, on trouvera 

oJ, 39680 -h oJ, o?.55o3 . /' 

pour l'expression des heures des marées totales dans les syzygies des 

équinoxes, et 

oJ, 39648 -h oJ, 028600 . /' 

pour cette expression dans les syzygies des solstices. 

L'heure moyenne de la syzygie à Brest a été o j , 5 161 2 dans les pre- 
mières syzygies, et o*, 39722 dans les dernières, d'où l'on tire T égal 
k 0^,43725 par les observations des syzygies des équinoxes, et T égal 
k o*, 4384i par les observations des syzygies des solstices; la différence 
de ces valeurs à celle-ci 0^,4^793, que l'ensemble des observations 
syzygies nous a donnée dans le numéro précédent, est dans les limites 
des erreurs des observations. 

Il résulte des expressions précédentes que le coefficient de V ou, ce 
qui revient au même, le retard de la marée d'un jour à l'autre, vers 
les syzygies, est plus petit dans les équinoxes que dans les solstices. 
Ce résultat des observations est conforme k la théorie, qui nous a 
donné, dans le numéro précédent, 0^,024679 et oJ,o286o3 pour ces 
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coefficients, qui diffèrent peu des coefficients ol,o255o3 et 01,028600, 
déterminés par les observations. 

37. Le retard des marées d'un jour à l'autre varie très-sensiblement 
avec les distances de la Lune à la Terre. Pour comparer sur ce point 
la théorie aux observations, j'ai ajouté, dans les marées périgées de 
la Table III, les heures des pleines mers du matin et du soir du jour 
même de la syzygie, ces heures étant comptées du minuit vrai pour 
celles du matin, et du midi vrai pour celles du soir. Leur somme est 
31,476389- J'ai ajouté de la même manière les heures des pleines mers 
du matin et du soir du troisième jour après la syzygie, et j'ai trouvé 
5^,719444 pour leur somme. La différence 2I, 243o55, divisée par 72, 
donne ol,o3n54 pour le retard des marées d'un jour à l'autre. 

Dans les marées apogées de la même Table, la somme des heures 
des pleines mers du jour de la syzygie est 3*, 64a36i, et la somme 
des heures des pleines mers du troisième jour après la syzygie est 
51,229514. La différence il, 587153, divisée par 72, donne ol, 022044 
pour le retard des marées d'un jour à l'autre. On voit ainsi que ce 
retard est moindre dans l'apogée que dans lé périgée de la Lune, et, 
en comparant les résultats précédents aux demi-diamètres de la Lune 
dans les observations de la Table III, on trouve qu'à une minute de 
variation dans ce demi-diamètre répondent 258 secondes de variation 
dans le retard des pleines mers d'un jour à l'autre. 

Voyons ce que la théorie donne sur cet objet. Les observations de la 
Table III ayant été prises indistinctement vers les équinoxes et vers les 
solstices, on peut y supposer <j/— - ty égal au mouvement synodique de 
la Lune dans les syzygies, et cos 2 t/= cos 2 i>. Dans ce cas, le retard des 
marées d'un jour à l'autre vers les syzygies est, par le n° 34, égal à 



L' 
L' L' 

L- - — 



mais u est plus considérable dans le périgée que dans l'apogée de 



296 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

la Lune : on a à fort peu près, dans ces deux points de l'orbite, 
r'*u = r f '*u , r\ et u, se rapportant à la moyenne distance syzygie de 
la Lune; l'expression précédente devient ainsi 

L'(r:\* 
7?\7) v > 

r','\r') f* 

On a vu précédemment que -75- = -7 — jj mais cette valeur doit être 

L' L 

diminuée ici d'un trentième, ce qui donne -fj = 2,9725*—; j'ai trouvé 

d'ailleurs, dans les syzygies périgées de la Table III, -~ = 1,06057, et 

dans les syzygies apogées -7 = 0,93943; enfin on a, en réduisant u, en 

temps, à raison de la circonférence pour un jour, u / = o i ,o354665; 
cela posé, la formule précédente donne oJ,o3ii25 pour le retard 
journalier des marées syzygies périgées de la Table III, et o*, 022272 
pour le retard journalier des marées syzygies apogées, ce qui diffère 
très-peu des retards observés, o*,o3n54 et o*, 022044* 

Des heures et des intervalles des marées vers les quadratures. 

38. Si, dans l'équation 

U 

-7j cos* t/' sin 2 ( <J/ — ^) 

tanga(n/ -4- m - ty — l) = j- - jt 



— cos 2 t/-h -7j cos*t/'cos2(i{/ — ty) 

on change <J/ dans ioo°4-<|/ ou dans 3oo°-+-<|/, suivant que la Lune 
est vers son premier ou vers son dernier quartier, et si l'on considère 
d'ailleurs que, <|/— <J> étant peu considérable vers ces points, on peut 
négliger sa troisième puissance, on aura 

£co*tM+'-+) 
nt -h bj — ty — X = -p : ï ; 

-TV cos 2 !/' r cos*t; 

r * r» 



298 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

numéro, ces heures étant comptées du minuit vrai précédent. J'ai 
trouvé les résultats suivants : 

TABLE VII. 

Quadratures des équinoxes. 

Numéros Heures, en temps vrai, 

des de la 

marées totales. marée totale à Brest. 

o,6o566 

1 o, 66 125 

2 0,72411 

3 0,77815 

Quadratures des solstices. 

o J ,6i863 

1 o,663n 

2 0,70933 

3 o, 7 5856 

Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. En prenant une 
moyenne entre les heures des marées totales de cette Table, correspon- 
dantes au même numéro dans les quadratures des équinoxes et dans 
celles des solstices, on aura o j ,6i2i5, 0^,66218, 0^,71672, 0^,76835 
pour les heures vraies des marées totales correspondantes aux n 09 0, 1, 
2, 3. En appliquant ici la méthode du n° 35, on trouvera, pour l'ex- 
pression de ces heures, 

oj,6i 175 -f- a», 052067./', 

t' étant le nombre des intervalles pris pour unité, comptés de l'instant 
de la marée totale du jour de la quadrature. Pour en conclure la con- 
stante T des formules du numéro précédent, nous observerons que, 
quand la marée s'éloigne de 1^,052067 de la quadrature, son heure 
augmente de 0^,062067; or » dans ^ es quadratures de la Table VII, 
l'heure de la quadrature à Brest a été, par un milieu, à 0^,46828; en 
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supposant donc que cette heure soit o*, 46828 — x, l'heure de la marée 
totale sera o J , 61 175 -h 0,052067.4?, et cette dernière heure suivra la 
quadrature de 1,052067.4?-}- o J , 14347. Maintenant T est l'heure de 
la marée totale correspondante au minimum, et, par le n° 24, cette 
heure suit la quadrature de 1^,50724; en égalant donc à cette quan- 
tité la fonction i*, 052067.3?-!- o*, 14347» on déterminera x, et l'on 
trouvera 

0^,61175 -h oJ, 052067. # — °*»679 2 4« 

C'est l'heure du minimum de la marée totale à Brest dans les quadra- 
tures. Cette heure doit surpasser d'un quart de jour l'heure du maxi- 
mum de la marée totale, que nous avons trouvée, dans le n° 35, égale à 
° J » 43793. Cependant la différence de ces heures n'est que de o j ,24i3i, 
plus petite d'environ 8 £ minutes qu'un quart de jour. Cela paraît indi- 
quer une anticipation dans l'heure de la pleine mer à Brest, à mesure 
qu'elle est plus petite; nous avons déjà observé un effet analogue dans 
la hauteur du zéro de l'échelle d'observation au-dessus du niveau de la 
mer, déterminée par les marées syzygies et par les marées quadratures. 
Ce sont vraisemblablement de légers écarts de la supposition dont nous 
sommes partis, savoir que les deux flux partiels, solaire et lunaire, se 
superposent l'un à l'autre comme ils se seraient disposés séparément 
sur la surface du niveau de la mer, ce qui n'a lieu que dans le cas des 
ondulations infiniment petites. 

Déterminons la vajeur du coefficient de t' qui résulte de la loi de la 
pesanteur. On a vu, dans le numéro précédent, que ce coefficient, dans 
les quadratures des équinoxes, est égal à 



r'3 



COS 2 t/ f r — T COS£ ) 

\COSV / 



COS 2 t/ r COS 2 t> 



r '3 r 3 



On peut supposer cos 2 v' -- ^p' et, par le n° 31, p'= 20,69652. On a 
pareillement cos 2 r = ~/> et, par le même numéro, p = 23,68841; de- 
plus, -4j = l -p- -^ dans les quadratures, et cette valeur doit être dimi- 

38. 
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nuée d'un trentième; F est le moyen mouvement de la Lune vers les 
quadratures, dans l'intervalle de deux marées d'un jour à l'autre vers 
les quadratures des équinoxes, intervalle égal à i j , 05760, et ce mou- 
vement doit être diminué à raison de l'argument de la variation; T est 
le moyen mouvement correspondant du Soleil; enfin on peut supposer 
cos a e = jjÇ et, par le n° 31, q = 20,47926. On trouvera, cela posé, 
o j , 064^5 pour le coefficient de t' donné par la théorie, dans les qua- 
dratures des équinoxes. 
Dans les quadratures des solstices, le coefficient de t est égal à 



L' / 

-,-,- cos 2 t/ Fcose' 
r J \ 


- r -) 


L' , , L 
.-,- cos a r 


cos 2 r 



Ici cos 2 t/ — ^q\ et y' =23,754*2; co&v — ^q, et q— 20,47926. 
r et T sont les mouvements du Soleil et de la Lune, dans l'intervalle 
de deux marées d'un jour à l'autre vers les quadratures des solstices, 
intervalle de i j ,o46644» le mouvement de la Lune devant être diminué 

à raison de l'argument de la variation; de plus, — = -j^ ~^\ mais, 

comme il y a dix-huit quadratures d'été et six quadratures d'hiver 

dans les observations de la Table VII, la valeur de — doit être dimi- 

L' 

nuée d'un quarantième; enfin, il faut diminuer d'un trentième -77; 

oit trouvera, cela posé, o*, 04528 pour le coefficient de t donné par la 
théorie, dans les quadratures des solstices. En réunissant les deux 
coefficients relatifs aux équinoxes et aux solstices, la moitié o*, 05476 
de leur somme sera le coefficient de t dans toutes les observations de 
la Table VII. Ce coefficient est, suivant les observations, 0^,052067; 
la différence est dans les limites des erreurs des observations et des 
éléments employés dans le calcul. 

Considérons séparément les observations des quadratures des équi- 
noxes et celles des quadratures des solstices de la Table VII. En y ap- 
pliquant la méthode précédente, on trouvera, pour l'heure des marées 
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totales vers les quadratures des équinoxes, 

oJ,6o6o5 -t- oJ, 057493.*', 
et pour l'heure des marées totales vers les quadratures des solstices, 

oJ, 6 1 744 -*- ° J > <>46&i 3 . /' . 

L'heure moyenne de la quadrature à Brest a été o j ,444i8 dans les 
premières quadratures, et o*, 49^9 dans les secondes, d'où Ton tire 
T égal a 0^,67919 par les observations des quadratures des équinoxes, 
et T égal à*)*, 67905 par les observations des quadratures des solstices. 
La différence de ces valeurs a celle-ci 0^,69924, donnée par l'ensemble 
des équinoxes et des solstices, est dans les limites des erreurs des ob- 
servations. 

Il résulte des expressions précédentes que les coefficients de /' ou, 
ce qui revient au même, les retards de la marée d'un joi*r à l'autre 
vers les quadratures sont plus grands dans les équinoxes que dans les 
solstices. Ce résultat des observations est conforme à la théorie qui 
nous a donné o ] , 06425 et o j , 04528, qui diffèrent peu des coefficients 
o j , 057493 et o*, o4664'3, déterminés par les observations. La différence 
serait plus petite encore, si l'on avait égard aux troisièmes puissances 
de ty'—ty, que nous avons négligées, et qui deviennent sensibles, sur- 
tout vers les quadratures des équinoxes. 

40. Le retard des marées d'un jour à l'autre, vers les quadratures, 
augmente dans les marées périgées, et diminue dans les marées apo- 
gées; mais ce phénomène, du à la variation de la distance lunaire, est 
moindre dans les marées quadratures que dans les marées syzygies. 
Pour comparer sur ce point la théorie aux observations, j'ai ajouté, 
dans onze quadratures dans lesquelles le demi-diamètre de la Lune 
était au-dessous de 28 minutes, les retards des marées, tant du matin 
que du soir, du jour même de la quadrature jusqu'aux troisièmes 
marées correspondantes qui les suivent, et j'ai trouvé 3^,26667 pour 
la somme de ces retards. J'ai ajouté pareillement, dans les onze qua- 
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dratures correspondantes dans lesquelles le demi-diamètre de la. Lune 
surpassait 29 £ minutes, les retards des marées tant du matin que du 
soir, depuis le jour même de la quadrature jusqu'aux troisièmes ma- 
rées correspondantes qui les suivent, et j'ai trouvé 3 i ,393o6 pour la 
somme de ces retards. La somme des demi-diamètres lunaires était de 
30222 secondes dans les onze premières quadratures, et de 32728 se- 
condes dans les onze dernières; ainsi 2 5 06 secondes d'accroissement 
dans la somme de ces demi-diamètres ont produit 0^,12639 d'accroisse- 
ment dans la somme de ces retards, d'où il résulte qu'une minute d'ac- 
croissement dans le demi-diamètre de la Lune produit 84 secondes 
d'accroissement dans le retard des marées d'un jour à l'autre vers les 
quadratures, accroissement qui est à très-peu près le tiers de celui qui 
correspond à la même variation du demi-diamètre lunaire dans les sy- 
zygies, et qui, par le n° 37, est de 258 secondes. 

Par le numéro cité, le retard des marées d'un jour à l'autre vers les 

syzvgies est 

L ' ( r '> \ 

» ' « < 






en supposant r'— r\ — 8r\ l'accroissement du retard des marées, cor- 
respondant à la diminution — Sr\ sera 

/•; Jï_ . l. ' 

R étant le retard moyen des marées d'un jour à l'autre vers les syzy- 
gies. On trouvera de la même manière, par le n° 37, 

/»L' 5L\ 

r', L^ _ L ' 

r,'» H 

pour l'accroissement du retard des marées correspondant à — &r' 
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dans les quadratures, R' étant alors le retard moyen des marées d'un 
jour à l'autre. Maintenant on peut supposer, sans erreur sensible, 

V 3L , • . , , , ... nR dr ' R' ir' 

-T3 = — j- dans ces expressions, ce qui les réduit a —j ,- et -,-', 

mais on a, par ce qui précède, R = 2705", R'= 5207"; ainsi, le pre- 
mier retard étant supposé de 258 secondes, le second sera de 90; les 
observations donnent 84 secondes; la théorie sur ce point est donc 
d'accord avec elles. 

41. Nous pouvons maintenant réduire en nombres l'expression de 
la hauteur ay de la mer, à un instant quelconque, au-dessus de sa sur- 
face d'équilibre, expression que nous avons donnée dans le n° 20. On 
a vu précédemment que les termes de cette expression, multipliés 
par B et par Q, sont insensibles à Brest. On peut d'ailleurs, vu la peti- 
tesse de A, supposer sans erreur sensible, dans le terme qu'il multi- 
plie, y = X. La constante \ est l'intervalle dont la marée solaire suit, 
à Brest, le passage du Soleil au méridien, cet intervalle étant réduit 
en degrés, à raison de 4°o degrés pour un jour; or l'ensemble des 
observations des marées syzygies nous a donné pour cet intervalle 
0^,18793, et l'ensemble des observations des marées quadratures 
donne pour le même intervalle 0^,17924 : le milieu entre ces deux 
résultats est oJ,i8358; en le réduisant en degrés, on aura 73°, 432; 
c'est la valeur que nous assignerons à \. Cela posé, l'expression de a y 
sera, pour Brest, 

oLy— -- o m ,02745.[/ 3 (i — 3sin a i/)-t-3i' 8 (i — 3sin 2 t/)] 

[1 3 sinvcosvcosfu — -73°, 43s) 1 

+ 3*' 3 sint/cosi/cos(L>+-<{; — <{/-- 73°,432}J 

f i 3 cos 2 t/coss(u — 73°, 43a) "1 

-rO m , -78112. . V ' ^ ' 

' L-t- 3*' 3 cos 2 t/cos2(i, -+- i|/ — 1|/' — 73°, 43*; J 

Dans cette formule : i° i> est l'angle horaire du Soleil, c'est-à-dire 
l'angle qu'il a décrit par son mouvement diurne, depuis son passage 
au méridien de Brest jusqu'à l'instant pour lequel on calcule; 2 v et v 
sont les déclinaisons du Soleil et de la Lune, les déclinaisons boréales 
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étant supposées positives, et les déclinaisons australes négatives; 3°<|> 
et <|/ sont les ascensions droites du Soleil et de la Lune; 4° * est le 
rapport de la moyenne distance du Soleil à sa distance actuelle, et ï 
est la parallaxe actuelle de la Lune, divisée par la constante de cette 
parallaxe; 5° enfin, les quantités v, v\ ty, <j/, i et i' se rapportent à un 
instant qui précède de 1^,50724 celui que l'on considère. 

Les différentes causes qui modifient les oscillations de la mer sur nos 
côtes, et probablement aussi l'erreur de l'hypothèse des oscillations 
infiniment petites, dont nous avons fait usage, écartent un peu la for- 
mule précédente des observations; ainsi, l'instant de la basse mer, 
déterminé par cette formule, diffère de quelques minutes de l'instant 
observé, parce que la mer, à Brest, emploie un peu moins de temps à 
monter qu'à descendre. On a vu encore que, par les mêmes causes, le 
niveau de la mer est un peu plus élevé dans les syzygies que dans les 
quadratures; elles paraissent encore retarder les marées à raison de 
leur grandeur : malgré ces légers écarts, on pourra employer la for- 
mule précédente dans le calcul des marées, que les vents peuvent alté- 
rer d'une quantité beaucoup plus sensible. 

Cette formule offre un moyen simple de déterminer les plus grandes 
marées qui doivent suivre chaque syzygie. La connaissance de ces phé- 
nomènes intéresse les travaux et les mouvements des ports; elle est 
encore utile pour prévenir les accidents qui peuvent résulter des inon- 
dations produites par les grandes marées; il importe donc qu'ils soient 
déterminés d'avance; on y parviendra de cette manière. La plus grande 
marée suit, comme on l'a vu, d'environ un jour et demi l'instant de la 
pleine ou de la nouvelle Lune, et lorsqu'elle a lieu, les angles u— 73°, 43a 
et u -+- <|f— •]/— 73°, 432 sont nuls ou égaux à deux angles droits; on a 
donc alors 

ay= — o n , 02745. [i 3 (i — 3sin 2 v) h- 3i' 3 (i- 3sin 2 t/')] 
-+- o œ ,o7i79.(rh i 3 sinrcosvi 3/' 3 sint/cosi/) 
-+- o œ ,78ii2.(i 3 cos 2 t;-f- 3i'*cosHj'). 

On peut, dans cette expression, négliger les deux premiers termes, qui 
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sont très-petits par rapport au dernier, et qui d'ailleurs n'ont d'influence 
sensible que vers les solstices, où les marées sont déjà sensiblement 
affaiblies par les déclinaisons des astres. Alors on a 

aj = o m ,78ii2.(/ 3 cos 2 v -+- 3*' 8 cos*t/). 

Dans les syzygies des équinoxes, i = i à fort peu près; v et v' sont nuls, 
et la valeur moyenne de i' 3 est |£; en prenant donc pour unité la valeur 
moyenne de <zy vers les syzygies des équinoxes, sa valeur pour une 
syzygie quelconque sera 

ay — m ('"* cos 2 v -4- 3i'» cos*t/ f ). 

Ainsi l'on aura, par cette formule très-simple, la hauteur de la plus 
grande marée qui suit d'un jour ou deux chaque nouvelle ou pleine 
Lune, les quantités i f *', v et v' se rapportant au moment de la syzygie. 
Cette formule déterminera encore le plus grand abaissement de la ma- 
rée au-dessous de la surface d'équilibre; car il résulte de l'expression 
générale de ay que la mer s'abaisse à peu près autant au-dessous de 
cette surface dans la basse mer qu'elle s'élève au-dessus dans la haute 
mer qui lui correspond. Quant à la marée prise pour unité, on la dé- 
terminera par un grand nombre de différences de la haute à la basse 
mer, observées un jour ou deux après les syzygies voisines de l'équi- 
noxe; la moitié de la valeur moyenne de ces différences sera à très- 
peu près la marée prise pour unité. 

42. Il nous reste, pour compléter cette théorie, à déterminer, par 
une formule simple et facile à réduire en tabje, l'heure de la pleine 
mer. Reprenons l'équation du n° 21, 

-- cos 2 vsin2(<J/ — *|/) 

tang2(/l/ -4-GJ — l|/ — l) r=r — . 

-7j COS 2 l/-f- --COS 2 VCOS2(^ — v|/) 

Cette équation renferme les sept variables r, r\ v, v', nt, ty et <{/; ainsi, 
sous cette forme, il serait difficile de la réduire en table. Mais on peut 
la simplifier par la considération du peu de différence qui existe entre 
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les diamètres apparents du Solen c _ 

diamètres apparents de ces astres dans leurs moyeux 

Terre, où nous avons établi -7- = — ; soient h et h leurs demi-dia- 

mètres actuels : on aura, en observant que, dans la formule précédente, 

L' • 

-T- doit être diminué d'environ un trentième, ou plus exactement dans 

le rapport de 2,89841 à 3, 

( — \ cos a t;sin2(^ -- v|/) 



lang2(/il -r gj - • ty'-- A) 



1,89841 -lip] COS 2 t>'-h (7rjC0S a t;C0S2(^ -- i|/) 



Pour faire usage de cette équation, on formera d'abord une table des 
valeurs de la fonction 

?:M4iJL-t.5( I _^ cos2t ;) 
3,89841 [l * cosv >> 

correspondantes à tous les degrés, depuis v -= o jusqu'à v — 32°. On 
corrigera les demi -diamètres h et h' du Soleil et de la Lune donnés 
par les éphémérides, en en retranchant les quantités qui, dans cette 
Table, répondent aux déclinaisons de ces astres. On aura ainsi, à fort 
peu près, 

(AV s in 2 (+ -*') 
nt-\- m - <|/- l .-- £arctang -,-fr, — ry-à t 

2,8984l.(^j-(g)cOS2(^-^)^ 

à et A' étant ici les demi-diamètres du Soleil et de la Lune, corrigés par 
ce qui précède. Par ce moyen, les déclinaisons du Soleil et de la Lune 
disparaissent de l'expression de nt -{- zs — <J/— \. A la rigueur, il fau- 
drait retrancher du demi-diamètre du Soleil la quantité A(i — V?os't>) ; 
mais cette quantité étant fort petite, et la valeur de h différant peu de 

""hjSS/""' on P eut y substituer pour h cette dernière quantité 

La même remarque s'applique à la correction du demi-diamètre de 
Lune; et, comme l'influence de cet astre sur l'heure des marées es f 
celle du Soleil dans le rapport de 2,89841 à l'unité, les demi-diamèt 
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l'observation qui peuvent le mieux faire connaître le rapport des ac- 
tions du Soleil et de la Lune sur les marées, et au moyen de ce rapport 
les divers phénomènes des marées qui résultent de la théorie de la 
pesanteur universelle. L'un de ces phénomènes, très-propre à vérifier 
cette théorie, est la loi de diminution des marées en partant du maxi- 
mum, et la loi de leur accroissement en partant du minimum. On a vu, 
dans les n os 25 et 31, que la théorie de la pesanteur s'accorde parfai- 
tement sur ce point avec lé8 observations. 

Ces lois de diminution et d'accroissement des marées varient avec les 
déclinaisons du Soleil et de la Lune : on a vu, dans le n° 26, que leur 
diminution vers les syzygies des équinoxes est à la diminution corres- 
pondante vers les syzygies des solstices dans le rapport de i3 à 8, et que 
ce résultat est conforme à la théorie de la pesanteur. Pareillement on 
a vu, dans le n° 32, que l'accroissement des marées, en partant de leur 
minimum vers les quadratures des équinoxes, est à l'accroissement 
correspondant vers les quadratures des solstices comme 2 est à i, et 
que la théorie de la pesanteur donne à fort peu près le même rapport. 

Suivant cette théorie, la hauteur des marées totales dans leur maxi- 
mum, vers les syzygies des équinoxes, est à leur hauteur correspon- 
dante, vers les syzygies des solstices, à peu près comme le carré du 
rayon est au carré du cosinus de- la déclinaison des astres vers les sol- 
stices, et l'on a vu, dans le n° 26, que cela diffère peu du résultat des 
observations. Par la même théorie, l'excès de la hauteur des marées 
totales dans leur minimum vers les quadratures des solstices, sur leur 
hauteur correspondante vers les quadratures des équinoxes, est le même 
que l'excès de la hauteur des marées totales dans leur maximum vers 
les syzygies des équinoxes sur leur hauteur correspondante vers les 
syzygies des solstices, et l'on voit, par les n°* 26 et 32, que cela est 
exactement conforme aux observations. 

L'influence de la Lune sur les marées croît, par le principe de la 
pesanteur, comme le cube de sa parallaxe, et, par le n° 28, cela est 
tellement d'accord avec les observations que l'on eût pu en conclure 
exactement la loi de cette influence. 
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Les phénomènes des intervalles des marées ne s'accordent pas moins 
avec la théorie que ceux de leurs hauteurs. Suivant cette théorie, le 
retard des marées d'un jour à l'autre est environ deux fois moindre à 
leur maximum vers les syzygies qu'à leur minimum vers les quadra- 
tures; il est de 27 minutes a peu près dans le premier cas, et de 
55 minutes dans le second. On a vu, dans les n os 35 et 39, que les 
observations s'éloignent fort peu de ces résultats de la théorie. 

Le retard des marées varie avec les déclinaisons des astres; il doit 
être plus grand vers les syzygies des solstices que vers celles des équi- 
noxes, dans le rapport de 8 à 7 ; vers les quadratures des équinoxes, 
il doit être plus grand que vers celles des solstices, dans le rapport 
de i3 à 9. On a vu, dans les n os 36 et 39, que les observations donnent 
à peu près ces mêmes rapports. 

Les distances de la Lune à la Terre influent sur le retard des marées. 
Suivant la théorie, 1 minute d'accroissement dans le demi-diamètre de 
la Lune donne s5i secondes d'accroissement dans ce retard vers les 
syzygies, et 90 secondes seulement vers les quadratures, et l'on a vu, 
dans les n os 37 et 40, que cela est d'accord avec les observations qui 
confirment ainsi, sous tous les rapports, la loi de la pesanteur uni- 
verselle. 

J'ai insisté sur le flux et le reflux de la mer, parce qu'il est, de tous 
les résultats des attractions célestes, le plus près de nous, et que nous 
pouvons à chaque instant en reconnaître les lois. J'espère que la théo- 
rie que je viens de présenter de ses phénomènes déterminera les obser- 
vateurs à les suivre dans les ports favorables à ce genre d'observations, 
tels que celui de Brest. Des observations exactes et continuées pendant 
une période du mouvement des nœuds de la Lune fixeront avec pré- 
cision les éléments de la théorie du flux et du reflux de la mer, et 
peut-être feront connaître les petits flux partiels dépendants de la 
quatrième puissance inverse de la distance de la Lune à la Terre, phé- 
nomènes enveloppés jusqu'ici dans les erreurs des observations. 
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CHAPITRE V. 



DES OSCILLATIONS DE l' ATMOSPHÈRE. 



44. Dans l'impossibilité de soumettre à l'Analyse les mouvements 
de l'atmosphère dus aux variations de la chaleur du Soleil et à toutes 
les circonstances qui modifient ces mouvements, nous nous bornerons 
à considérer les oscillations dépendantes des attractions du Soleil et 
de la Lune, en supposant à l'atmosphère une température uniforme 
et une densité variable, proportionnelle dans chaque point à la force 
comprimante. En partant de ces hypothèses, nous sommes parvenus, 
dans le n° 37 du Livre I, dont je conserverai ici toutes les dénomina- 
tions, aux deux équations suivantes 

r ''" ~~ \ôë ~ h <to "*" sinô"/ 

Si Ton suppose à la mer une profondeur constante égale à /', et si l'on 
fait abstraction de sa densité, comme nous l'avons fait dans les n°* 10 
et suivants, on aura, par le n° 36 du Livre I, 

r ' w (S- 2 " sin ^ 



r^ 



(du dv u cos0\ 
\dô dm sinO ) 



la valeur de V étant la même ici que dans les équations précédentes. 
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ce qui est encore une des profondeurs de la mer que nous avons con- 
sidérées; la valeur de <zy sera celle qui est relative a cette profondeur. 
En substituant donc pour /, /' ces valeurs, et pour <ty et %y" les quan- 
tités que nous avons trouvées dans le n° 11, en considérant ensuite que 
k = o m , 76, et que le rayon terrestre est égal à 6366:joo mètres, on 
aura, pour déterminer les oscillations du baromètre, 

aX [ly '—l'y) *A , ,. „ i-t-3cos20 ... i . . . , 1 , , x 

— rj--jr— = ~r [ty — y ) =o m , 00001062 3 • (sin'u — ^cos* v -+-rsm f v — -<?cos*v) 

1,0000 

— 4,6952.sin*ô 

. ~2,Q342.sin 4 ô { . „ ( cos*v cos2(/tf-4-w — +) 
-+- o M , 000010623. { ™ . ._ >sin*0.J 

— 0,6922.8m 6 l f -\-C C0S*î/C0S2 (**-!-« — y ) 

— o,o899.sio 8 

— o,oo76.sin !O 

Si Ton suppose le Soleil et la Lune en conjonction ou en opposition 
dans le plan de l'équateur, et dans leurs moyennes distances, où e = 3 
à fort peu près, on aura°a l'équateur o m ,ooo63o5 pour la différence 
de la plus grande élévation à la plus grande dépression du mercure 
dans le baromètre. Cette quantité, quoique très-petite, peut être déter- 
minée par une longue suite d'observations barométriques faites entre 
les tropiques, où les variations du baromètre sont peu considérables : 
ce phénomène est digne de l'attention des observateurs. 

L'action du Soleil et de la Lune excite un vent correspondant au flux 
et au reflux de la mer; déterminons la force de ce vent à l'équateur, 
dans les suppositions précédentes. Pour cela, nous reprendrons la pre- 
mière équation de ce numéro, et nous y ferons cos9 = o; elle donnera 

d*v' _ _ dy _ dy t d\\ 

dt* ~~ ë dm S dm "*" dm ' 

or on a y'-\-y= iy — -y"\ de plus, on a, par les n 08 4 et 11, 

dV 

a-j — = — 2g\o m ,i23i6.[cos 2 r sin2(/i/-t-cj — ^)-t-ecos 5 t/sin2(/t/-hcj — <{>')]; 
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en substituant donc pour y et y" leurs valeurs, on aura 
a-T-j- = — 2g-.i m ,o369.[cos*t/sin2(n/-hGj-- 4») ■+■ ecos 2 t/sin2(/i/-+-Gj — i|/)], 

ce qui donne à fort peu près, en intégrant, 
adv'=TLdt-h ^ndt.i n ,o36g.[cos*vcos2(nt + &—ty) + ecos*v'cos2(nt +&—$')}. 

Si Ton suppose que dt représente i seconde, ndt sera à peu près la 
cent-millième partie de la circonférence; de plus, — est -g- du rayon 
terrestre que nous désignerons par r; on aura ainsi 

arrfv'=rHrf/-ho m ,oi883.[cos 2 vcos2(/i/-hcy— 40-*-*cos 2 t/'cos2(/t/-*-Gj--<J/)]. 

Si la constante H n'était pas nulle, il en résulterait à l'équateur un vent 
constant, et Ton pourrait expliquer ainsi les vents alises. Mais la va- 
leur de cette constante dépend du mouvement initial de l'atmosphère, 
et nous avons déjà observé, dans le n° 6, que tout ce qui dépend de ce 
mouvement a dû être anéanti depuis longtemps par les résistances en 
tout genre que les molécules de l'air éprouvent en oscillant, d'où l'on 
peut généralement conclure que les vents alises ne sont point dus à 
l'attraction du Soleil et de la Lune sur l'atmosphère. 

Si l'on suppose ces deux astres en conjonction ou en opposition 
dans l'équateur, et e = 3, on aura o m , 07532 pour le plus grand espace 
qu'une molécule d'air parcourt tlans l'intervalle d'une seconde, en 
vertu de leurs actions réunies; or il paraît impossible de s'assurer, par 
l'observation, de l'existence d'un vent aussi peu considérable dans une 
atmosphère d'ailleurs très-agitée ; mais il n'en est pas ainsi des varia- 
• tions barométriques, vu surtout l'extrême précision dont les obser- 
vations du baromètre sont susceptibles : ces variations, qui, comme 
nous l'observons dans les hauteurs des marées, peuvent être considé- 
rablement accrues par les circonstances locales, méritent toute l'atten- 
tion des observateurs. 

Nous ignorons jusqu'à quel point les petites oscillations que l'action 
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du Soleil et de la Lune excite dans l'atmosphère peuvent modifier les 
mouvements produits par les causes diverses qui agitent un fluide aussi 
mobile, et dans lequel, à raison de cette grande mobilité, une cause 
très-légère peut être la source de-changements considérables. L'obser- 
vation peut seule nous instruire à cet égard; nous observerons seule- 
ment que, si l'atmosphère recouvrait immédiatement le noyau solide 
de la Terre, les équations différentielles de son mouvement seraient, 
par ce qui précède, les mêmes que celles de la mer, en lui supposant 
partout une même profondeur; or on a vu, dans le n° 8, que les oscil- 
lations de la seconde espèce, les seules qui dépendent de la différence 
entre les déclinaisons boréales et australes du Soleil et de la Lune, 
disparaissent; ces oscillations disparaissent encore, ou du moins sont 
presque insensibles, lorsque l'atmosphère recouvre une mer dans la- 
quelle ces oscillations sont nulles ou très-petites, ainsi que cela a lieu 
dans nos ports; le signe de la déclinaison des deux astres n'a donc pas 
d'influence sensible sur les modifications de l'atmosphère. 



LIVRE V. 



DES MOUVEMENTS DES CORPS CÉLESTES AUTOUR DE LEURS PROPRES CENTRES 

DE GRAVITÉ. 



Les mouvements des corps célestes autour de leurs propres centres 
de gravité ont une telle liaison avec leurs figures et les oscillations des 
fluides qui les recouvrent, que nous croyons devoir en présenter l'ana- 
lyse immédiatement après les théories exposées dans les deux Livres 
précédents. Nous ne considérerons, parmi les corps du système so- 
laire, que la Terre, la Lune et les anneaux de Saturne, les seuls par 
rapport auxquels la théorie de la pesanteur puisse être comparée sous 
ce rapport aux observations; mais l'analyse suivante peut s'étendre 
généralement à tous les corps célestes. 



■ Mf 



CHAPITRE PREMIER. 



DES MOUVEMENTS DE LA TERRE AUTOUR DE SON CENTRE DE GRAVITÉ. 



1. Rappelons ici les équations générales du mouvement d'un corps 
solide de figure quelconque, démontrées dans le Chapitre VIJ du 
Livre I. Si l'on conserve toutes les dénominations de ce Chapitre, les 
équations (D) du n° 26 du Livre I se réduisent aux suivantes, en y sub- 

4o. 
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stituant, au lieu de//, q\ r', leurs valeurs C/?, kq et Br, 

apn t; — yrdf — -^- cos0 p- smfl, 

#iv* 11 C — B . </Nsin0-hrfN'cos0 . <M" 

(D ) < cty h r — rpdt = sm 9 -1- --r- cos<p, 

, A-C - rfNsin0-hdN'cos0 rfN" . 
ar h « — pqdt— = cos<p g- smç. 

Il faut présentement déterminer les moments d'inertie A, B, C 9 et les 
valeurs de rfN, rfN' et rfN". 

• 

2. Considérons d'abord les moments d'inertie. Soit B le rayon mené 
du centre de gravité de la Terre à sa molécule dm; soit j/. le cosinus 
de l'angle que B forme avec l'axe de l'équateur; soit encore u l'angle 
que forme le plan qui passe par cet axe et par le rayon B, avec 
le plan qui passe par le même axe et par le premier axe principal; 

B^i — (1 — |/. a )cos a u sera la distance de la molécule au premier axe 

principal; B yji — (1 — p. a )sin a nj sera la distance de la molécule au 

second axe principal, et By^i — p. 51 sera sa distance au troisième axe 

principal ou à l'axe de l'équateur. Ainsi, le moment d'inertie d'un 

corps relativement à un de ses axes étant la somme des produits de 

chaque molécule du corps par le carré de sa distance à cet axe, H A, 

B, C étant, par le n° 26 du Livre I, les moments d'inertie de la Terre, 

par rapport au premier, au second et au troisième axe principal , on 

aura 

A =/B*rfm[i- (i— fi») cos'w], 

B=/B*</m[i-(i-fz*) sin'cr], 

C=/B'rfm(i-fz*), 

les intégrales devant s'étendre à la masse entière de la Terre. 
Maintenant, on a 

rfm~B*rfR</fzcfo; 

si l'on observe ensuite que les intégrales doivent être prises depuis 
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La fonction U (a) est de cette forme 



H(i — fx a ) 4- H> <Ji - ^ a sincy 4- H'> ^i - (jl* cosgt 
-h H"(i — /tx a ) sinacj -4- H" (i — fx a ) C0S2GJ. 

La considération des axes principaux donne, par le n° 31 du Livre III, 

H' = o, H"=o, ET = o. 

Ces trois équations renferment toutes les conditions nécessaires pour 
que les trois axes soient des axes principaux. On aura ainsi 

i5 g.o* 

Si Ton veut que les trois moments d'inertie A, B, C soient égaux entre 
eux, on aura H == o, H™ = o, et par conséquent U (2) = o; cette dernière 
équation satisfait donc k la fois aux conditions des trois axes princi- 
paux et à l'égalité des trois moments d'inertie. Or on a vu, dans le 
n° 27 du Livre I, qu'alors les moments d'inertie sont égaux par rap- 
port à tous les axes ; la sphère n'est donc pas le seul solide qui jouisse 
de cette propriété. L'analyse précédente donne l'équation générale de 
tous les solides auxquels elle appartient, équation que nous avons an- 
noncée dans le numéro cité du Livre I. On doit observer ici que ces 
résultats sont indépendants de la supposition que l'origine de R' passe 
par le centre de gravité du sphéroïde, et qu'ainsi ils ont lieu, quel 
que soit le point où l'on fixe cette origine dans son intérieur. 

La Terre étant supposée formée d'une infinité de couches variables 
du centre à la surface, le rayon R d'une de ses couches peut toujours 
être exprimé de cette manière 

R = a + aa(YCO + Y<*> -t- Y< s > -+- YC«> -t- . . . ), 

% étant un très-petit coefficient constant, et Y (l) , Y (2) , . . . étant des 
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par la condition de l'équilibre des fluides répandus sur la Terre, 

la valeur de Y (a) dans le second membre de cette équation étant rela- 
tive à la surface de la Terre, et les intégrales étant prises depuis a = o 
jusqu'à a = \\ on aura par conséquent 

B= ^SpdM*+^ 9 fpdM* + 5 ^fJY(»dyid*tt-(i-ti*) sin«*]/prf.a», 
C=^/prf.**-^ ? /prf.a» + ^ 
La fonction Y w est de cette forme 



A(| — jx*) -4- h'fji v^i— ;x a sincy -h h'fi Ji — fx a cos© 
-4- À -r (t — /x a ) sinscj -4- A ,T (i — fx 5 ) cosao. 

La considération des axes principaux donne, par le n° 32 du Livre III, 

h'=o, A"=ro, h~=o, 

# 
et par conséquent 

Y<*> = h(i — ji») + A IT (i - p») cosaw. 

On a vu, dans le Livre III, que, la variation de la pesanteur étant à 
très-peu près proportionnelle au carré du sinus de la latitude, la valeur 
de A IV doit être très-petite; elle serait nulle, en effet, si la Terre était 
un solide de révolution; mais, pour plus de généralité, nous la con- 
serverons dans les recherches suivantes; nous aurons ainsi 

A = -g- fpd.a* — ^«7r( A — £<p) fpd.a* — % ont h lt fpd.a*, 
B= —g fpd.a* — ^a7r(A — iy) fpd.a* -\-\oazh 1 " fpd.a*, 
C = y£ fpd.a* -4- if «7r(A — £<p) fpd.a*. 
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Les coordonnées a/ 9 y\ z 1 étant supposées très-petites relativement à la 
distance r, de l'astre L au centre de gravité de la Terre, on peut déve- 
lopper Y dans une suite fort convergente par rapport aux puissances 
réciproques de r,; on aura ainsi, à fort peu près, 

•jt = -prfdm[xx'+yY , + zz')[yx'--xy') f 

~jf — -^ fdm{xx' ■+- yy' + zz' ) (zx' — xz') 9 

diï" 3L 

~j r = -^fdm[xx , -+- rr '-{-zz'){zy'- r z'). 

On a vu, dans le n° 28 du Livre I, que les valeurs de p, q f r sont indé- 
pendantes de la position du plan des x et des y; or, si nous prenons 
pour ce plan Péquateur même de la Terre, on aura 6 = o, et si nous 
prenons pour Taxe des x le premier axe principal, nous aurons <p = o; 
nous aurons de plus, par le n° 26 du Livre I, 

fdm[y'* -h z'*) = A, Jdm[x'* + z'*) = B, fdm[x'* +-/'*) — C, 
fx'y'dm = o, fx , z'dm=zo 9 fy'z'dm=:o; 



partant, 



^ _3L 

dt - r* ( " A} * r ' 

rfN' 3L 

-ar = 73- (c-B) r u 



les équations (D') du n° 1 deviendront ainsi 

, B — A , iLdt B — A 
dp -+- —g— qrdt = -p ^— xy, 

,_,, , , C— B . 3Ldt C-B 
(F) ( dq -!-—£— rp dt = —g X~ rZ ' 

'. A-C ,, SLdtA-C 
àr+—g-pqà*=—p b~* z - 
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Ces équations supposent que r, est fort grand par rapport au rayon du 
sphéroïde terrestre, ce qui est vrai relativement au Soleil et à la Lune; 
mais il est remarquable qu'elles seraient encore très-approchées dans 
le cas où, l'astre attirant étant fort près de la Terre, la figure de cette 
planète serait elliptique. Pour le faire voir, nous observerons que Ton 
a, par le n° 2, 



x'= R^i — p* cosgj, jr'--= R ^i — jx* sine, z'= Rjx. 

Si l'on nomme v et \ ce que deviennent, par rapport à l'astre L, les 
quantités p et u relatives à la molécule dm du sphéroïde terrestre, 
on aura 

x= r,^i— v'cosX, jr=r f fî — v a sinX, js = r,v; 

si l'on substitue ces valeurs dans la fonction Y, et qu'ensuite on la 

développe par rapport aux puissances de -9 on au A une série de cette 

forme 

L LR* ¥T „, LR* ¥T „. 

7- + -jr D(1) + -7T U(,) ■+-•••» 

et il est facile de s'assurer, par le n° 23 du Livre III, que les fonctions 
U w , U (,) , ... sont des fonctions telles que Ton a généralement 

d.(i — u. 2 ) — v — , . 

r ' Ou. OTD 2 ... v TT// . 

dfx t — fJL a x 

Reprenons maintenant l'équation 



m ( dW ™\ 



on aura 



dV dV 



_ LR^ / dU.<*> _ dU<*) \ 
- r,' ^"d* f d r ; 

LR 8 / 



d:c dy 

dDC») dU(*>\ 

* dx ày j 



Les différences partielles du second membre de cette équation étant 

4i. 
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prises par rapport à des variables indépendantes de p et de gj, si Ton 

désigne généralement par U' (0 la fonction y -r ^"hT"' on aupa 

d. (i — f** — 5 — 

ou dm* t ... t % ¥V//1 

en sorte que la fonction \]' {i) est de la même nature que les fonctions 

Y (l) et U (/) ; l'expression précédente de. -g- deviendra ainsi, par ce 

que l'on a vu dans le n° 2, et en substituant pour dm sa valeur 
R'</Rp</[x<fo, et pour R sa valeur a-f-xa(Y (l) + Y (,) H-.-.)» 



les différentielles d(a i Y w ), d(a*Y lt) ), ... étant relatives à la variable a; 
or l'équation (a) du n° 29 du Livre III donne généralement, à la sur- 
face de la Terre et lorsque i surpasse 2, 

fp d[a~* Y<'>) = ÎL+1 Y(0/p d.a* 9 

les intégrales étant prises depuis a = o jusqu'à a = 1, et Y ( ° dans le 
second membre de cette équation étant relatif à la surface de la Terre; 
on aura donc 

?r SJM* Y<*>) VWpdfj. <fo = l£ f/\w Vw dfidwfpd.a*. 

Si la figure de la Terre est celle d'un ellipsoïde, Y w est nul, et alors 

l'expression de -7- se féduit à son premier terme, non-seulement à 

cause de la grandeur de r,, mais parce que les valeurs de Y (,) , Y (4} , . . . 
sont nulles. Quoique la figure elliptique ne satisfasse pas exactement 
aux degrés mesurés des méridiens, cependant l'accord des variations 
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de la pesanteur avec cette figure indique que Y (3) , Y (4) , . . . sont peu 
considérables par rapport à Y (2) ; on peut donc calculer les mouvements 
de Taxe de la Terre, en lui supposant une figure elliptique, sans 
craindre aucune erreur. 

4. Rapportons maintenant les coordonnées de l'astre L à un plan 
fixe, que nous supposerons être celui de l'écliptique à une époque 
donnée; soient X, Y, Z ces nouvelles coordonnées, Taxe des X étant 
la ligne menée du centre de la Terre à l'équinoxe du printemps, l'axe 
des Y étant la ligne menée du même centre au premier point du 
Cancer, et la ligne des Z étant la ligne menée de ce même centre 
au pôle boréal de l'écliptique : on aura, par le n° 21 du Livre I, 

ar = Xcos9 -+- Ycos0sin<p — Zsindsincp, 
y = Y cos COS9 — X SH19 — Z sin0 COS9, 
z = Ysin0-+-Zcos0. 

Les équations différentielles (F) du numéro précédent deviendront 
ainsi 

B— A , __3Lrf/(B — A)((Y a cos 2 0-+-Z»sin*0 — X*— 2YZsin0cos0)shi2 9 
P ~*~~~£~~ qr '"" 27fC | -+-(2$Ycos0-2XZsin0)cos29 

J c — B , 3Lrf/(C — B) ( [(Y a — Z*) sin0 cos0 -+- YZ(cos 2 — sin*0)] COS9 \ 
(G)\dq + -—rpdt = -,- 1 _ (XYg , n - fl+XZc08fl)8lnç j' 

, A-C 3Lrf/(A-C) ((XYsin04-XZcos0)cos9 

r " h B pq ~~ r, s B | 4-[(Y>-Z>)sin0cos0+YZ(cos>0-sin*0)]sin9 

Intégrons présentement ces équations. Si les deux moments d'inertie 
A et B étaient égaux, ce qui aurait lieu dans le cas où la Terre serait 
un sphéroïde de révolution, la première de ces équations donnerait 
dp = o, et par conséquent p constant; lorsqu'il y a une petite diffé- 
rence entre ces deux moments d'inertie, la valeur de p renferme des 
inégalités périodiques, mais elles sont insensibles; en effet, l'axe in- 
stantané de rotation s'éloignant toujours très-peu du premier axe prin- 
cipal, q et r sont de très-petites quantités, et l'on peut, sans erreur 
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sensible, négliger le terme "T rqdt de la première des équations (G). 

Le second membre de la même équation se développe en sinus et co- 
sinus d'angles croissant avec rapidité, puisque ses termes sont multi- - 
plies par le sinus ou le cosinus de 2<p; ces termes doivent donc être 
encore insensibles après les intégrations : on peut ainsi supposer, dans 
les deux dernières des équations (G), p = n 9 n étant la vitesse moyenne 
angulaire de rotation de la Terre autour de son troisième axe principal. 
Mais, comme la discussion de la valeur de p est très-importante, à cause 
de son influence sur la durée du jour, nous reviendrons sur cet objet, 
après avoir déterminé les valeurs de q et de r. 
Faisons, pour abréger, 

^ [(Y* - Z») sin0 cos0 + YZ(cos*0 - sin'0)] = P, 
~ (XYsinô -+• XZcos0) = P'; 
les deux dernières équations (G) deviendront 

r p r n 

dq h -r — rpdt— — -r — rf/(P cosç — Fsin<p), 

dr h g — pqdt— -rg — rf/(P'co*p -+- P sincp). 

• 

P et P' peuvent être développés en sinus et cosinus d'angles croissant 
proportionnellement au temps. Soit £cos(i7 + e) un terme quelconque 
de P, et jPsin(tir-i- e) le terme correspondant de P'; on aura, en n'ayant 
égard qu'à ces termes, 

dq-i —rpdt= — j- rf/[(/r4-/r')cos(<p+-i/-h«)-h(/r — /r')cos(<p — iV— e)], 

dr + — ~ p qdt=^^dt[[k + k')sm(<f + it + t) + [k--k')s\n(<f--it--t)]. 

Si Ton suppose dans ces équations 

q = M sin(<p-+-i/-f-e) -+-N sin(? — if — e), 
r = M'cos(<p -h ii 4- e) -4- N'cos(<p — ii — e), 
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on aura, en observant que rfç est à très-peu près égal à ndt, 

!L±*L (C - B) [n(A -4- B - C) + i'B] 
M= ' 



(in- i)»AB ~ n*( A - C) (B - C) 
k-hk' 



M = * 



(C - A) [n( A -t- B - C) -h jA] 



(n •+- 1)* AB — n»(A - C) (B — C) 

£=^ (C - B) [n(A ■+■ B - C) - iB] 

N = ~~{n - j)»AB - »»(A - C) (B -"Cf" ' 

— — (C - A) [»{A + B - C) - » A] 
N'=- * 



(n— ï)»AB — »»(A- C)(B-C) 

Reprenons maintenant les équations du n° 26 du Livre 1, 

rf<p — dty cosô = pdl, 

dty sin sin 9 — dB cosç = q dt, 

rfvj* sin0 C0S9 -+• dO sin 9 =- rrf/. 

Ces équations donnent 

dB = rdt sin 9 — <7<f/cos<p; 

on aura donc 

rfô M'-M . , ... N'-N . , ., , , N-t-N'-M-M' . ... . 
- r = sIn(a9-+-K4-e)H 5111(29 — it — t)-\ sin(«/-+-e). 

O* 2 2 2 

Nous pouvons négliger les deux premiers termes de cette expression 

de -t-9 parce qu'ils sont insensibles en eux-mêmes, et que d'ailleurs ils 

n'augmentent point par l'intégration. Il n'en est pas ainsi du troisième 
terme, que l'intégration peut rendre sensible, si i est fort petit. Dans 
ce cas, on peut négliger i relativement à n, et l'on a, à fort peu près, 



de À-hB — 2C ,, . , . . 

-tt = 7i Ar'sin i/-r-e . 

dt 2/1C v ' 
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Les expressions précédentes de qdt et de rdt donnent 

dty sin 9 = rdt COS9 -h qdt sin 9, 

d'où l'on tire 
-7J-sind= C os (29-4-1/4-6) h cos(29~ 1/ — e) h cos(i/-4-e); 

en négligeant les deux premiers termes de cette expression, qui sont 

toujours insensibles, et en supposant i fort petit, on aura, à très-peu 

près, 

rff . û 2C-À-B 

-~ sin0 = ^ Arcos(i/-f-e). 

at 211L v ' 

Si l'on désigne par lkcos(ù + e) la somme des termes dans lesquels P 
peut se développer, et par 1 k f sin (it -h t) la somme des termes dans 
lesquels P' peut se développer, 1 étant la caractéristique des intégrales 
finies, on aura 

de A-*-B — 2C -,, . ,.* . 

at 2/1C * 

(H) { 

-jf- sm0 = 2Arcos(i/4-e). 

at 2/1C v ' 

En intégrant ces équations sans avoir égard aux constantes arbitraires, 
on aura les parties de et de ^ qui dépendent de l'action de l'astre L. 
Pour avoir les valeurs complètes de ces variables, il faut leur ajouter 
les quantités qui dépendent de l'état initial du mouvement. Si Ton n'a 
égard qu'à cet état, les deux dernières des équations (6) deviennent 

dq h ^ — nrdl = 0, dr-\ ^ — nqdt = o, 

d'où l'on tire, en intégrant, 

ç = Gsin(X/4-6), # 

r= »(B-C) Gc08(X ' +6 >' 
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G et 6 étant deux constantes arbitraires, et X étant égal à n 1/ — ** "" — • 
Si l'on substitue pour q et r ces valeurs dans l'équation 

on aura, après avoir intégré, 

- . n'B — C -XA - , . - XA-f-n(B — C) „ 

2/*(/i-;-X)(B — C) VT ; 2/i(n— X) (B — C) VT 

À étant une nouvelle arbitraire. Si la valeur de G était sensible, on la 
reconnaîtrait par les variations journalières de la hauteur du pôle, et 
puisque les observations les plus précises n'y font remarquer aucune 
variation de ce genre, il en résulte que G est insensible, et qu'ainsi 
l'on peut négliger les parties de et de ty qui dépendent de l'état initial 
du mouvement de la Terre. 

5. Reprenons maintenant les équations (H) du numéro précédent. 
La première donne, en l'intégrant et en observant que lk's\n(it -\- 1) 
esf le développement de la fonction P', 

-^ A .„ A-4-B-- aC 

2/lC J 

Les seuls astres qui influent d'une manière sensible sur les mouve- 
ments de l'axe de la Terre sont le Soleil et la Lune. Considérons d'abord 
l'action du Soleil. Soit v la longitude de cet astre, comptée de l'équi- 
noxe mobile du printemps; soit encore y l'inclinaison de cette orbite 
sur le plan fixe, et A la longitude de son nœud ascendant, les angles e 
et A étant rapportés à l'orbite même du Soleil; on aura 

X — r.cos 1 - cosv-hr, sin 2 * cosfr — 2 A), 

'2 ' 2 v 

Y = r.cos 2 - sim» -- rsin 2 * sinfi* — 2 A), 

'2 ' a v ' 

Z = /^sinysin^' — A), 

GEurres de L. — II. 4 2 



330 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

d'où l'on tire 

|»3 y j»S j»2 y • 

XYr- -i- cos* - siii2t>-h -f sin 2 y sin 2 À -sin*- sin(a^ — 4A), 

22 4 2 2 

r* y r a r 2 y 

XZ = -'- siny cos 2 L sin (2 v — A) — -j sin2y sin A -4- — siny sin 2 L sin (2t> — 3 A). 

w& 2 &L 2 2 

Vu l'extrême lenteur du mouvement des points équinoxiaux, on peut 
supposer dv égal au mouvement angulaire du Soleil pendant l'in- 
stant dt y et l'on a, par les n 09 19 et 20 du Livre II, 



rîdv — aïmdtyji — e 2 , 

mt étant le moyen mouvement du Soleil, a étant sa moyenne distance 
à la Terre, et e étant le rapport de l'excentricité de son orbite à cette 
distance moyenne. On a de plus, par le n° 20 du même Livre, en négli- 
geant les masses des planètes relativement à celle du Soleil, — =m 1 , 
et l'équation à l'ellipse donne 

« _ ' -t-gco s^ — r) 

r étant la longitude du périgée solaire; on aura donc, relativement 
au Soleil, 

P'rf/= ^kfL (XYsinô -+- XZcosfl) 

3mrfiTi-f-ecos(i'-r)] /XY . a XZ A 

XY XZ 

Si Ton substitue pour ^ et - r leurs valeurs précédentes en «% on 

verra d'abord , après avoir développé Vdt en sinus de l'angle v et de 
ses multiples, que les termes dépendants de la longitude r du périgée 
solaire renferment l'angle p, et qu'ainsi ils ne peuvent pas devenir 
sensibles par l'intégration. Il n'en est pas de même des termes dépen- 

\z 

dants de la longitude du nœud : la fonction ^- introduit dans PV// 
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le terme j — sinsy cosOsinA, et, vu la lenteur des variations de y 

et de A, ce terme peut devenir, par l'intégration, très-sensible dans la 
valeur de 0. On aura ainsi, à très-peu près, en observant que e et y 
sont fort petits, et en ne conservant parmi les termes multipliés par 
ces quantités que ceux qui peuvent croître considérablement par les 
intégrations, 

fP'dt— - r -sinôcos2v cosô J y dt sinA. 

ysinA est le produit de l'inclinaison de l'orbe solaire par le sinus de 
la longitude de son nœud ascendant, comptée de l'équinoxe mobile 
du printemps, et, cette inclinaison étant fort petite, on peut prendre 
pour y ou son sinus ou sa tangente; or on a vu, dans* le n° 59 du 
Livre II, que, si l'on désigne par r la longitude du nœud ascendant 
de cet orbe comptée d'un équinoxe fixe, tangy sin r est donné par un 
nombre fini de termes de la forme cs\n(gt -+- 6), et que tangy cosT est 
donné par le même nombre de termes correspondants ccos(gt-\- 6); 
de plus, <|i étant le mouvement rétrograde des équinoxes à partir de 
l'équinoxe fixe, on a A -- r -h <{/, ce qui donne 

tangy sin A — tangy sinT cos^ -h tangy cosT sin^. 

En substituant csin(g7-f-6) au lieu de tangysinT, et ccos(^4-6) 
au lieu de tangy cosT, on aura 

tangy sin A ----- c sin (#/-+- 6 -f- ^)- 

On voit donc que, pour avoir tangy sin A, il suffît d'augmenter les 
angles des différents termes de l'expression de tangy sin r de la quan- 
tité <J/. On peut même, en négligeant les quantités de l'ordre c a , substi- 
tuer pour <J/ le moyen mouvement des équinoxes, et alors tangy sin A 
sera composé d'un nombre fini de termes de la forme csin(yî-hë), 
qui ne diffèrent des termes de l'expression de tangy sin r qu'en ce que 
les angles gt sont augmentés du moyen mouvement des équinoxes. On 
trouvera de la même manière que tangycosA sera composé du nombre 

4^. 
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correspondant des termes de la forme ccos(ft-h 6); ainsi, en dési- 
gnant par Icsm^-i- 6) la somme de tous les termes de l'expression 
de tangysinA, l'expression de tangycosA sera 2ccos(yi-}-€), et ces 
quantités seront encore les expressions de y sin A et de ycosA. On aura, 
cela posé, pour la partie de JVdt dépendante de l'action du Soleil, 

fVdt - — — sin0cos2*>4 — — cos02-t; cos(//n- 6). 

Considérons présentement Faction de la Lune. En désignant par L' 
sa niasse, et par a' sa moyenne distance à la Terre; en nommant de 
plus, relativement à cet astre, m', •, F, e\ A' et y' ce que nous avons 
nommé m, v, T, e, A et y relativement au Soleil, et faisant 



a 



on trouvera, par l'analyse précédente, 

fj>'dt=- i^sin0cos2v'- A^cosÔ/Vrf/sinA'. 

XY 

La fonction — - introduit encore dans l'intégrale fVdi le terme 

?^s\n6fy'*dtsin*A'. 

Ce terme croit beaucoup par l'intégration; mais il est aisé de voir que, 
malgré cet accroissement, il reste encore insensible; en sorte que les 
seuls termes sensibles que l'action de la Lune introduit dans l'inté- 
grale fP'dt et par conséquent dans la valeur de sont ceux auxquels 
nous avons eu égard. Quelques Astronomes ont introduit dans cette 
valeur une petite inégalité dépendante de la longitude du périgée de 
l'orbe lunaire; mais on voit par l'analyse précédente que cette inéga- 
lité n'a point lieu. Le moyen mouvement du périgée lunaire étant 
double à peu près du mouvement des nœuds de la Lune, un terme dé- 
pendant de l'angle sA'h-T' pourrait devenir sensible, quoique mul- 
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tiplié par e'y' 2 ; mais l'analyse précédente nous montre qu'il n'existe 
point de terme semblable dans l'intégrale fV'dt. 

Pour évaluer la fonction /y'rf/sinA', nous observerons que, dans 
tous les changements qu'éprouve la position de l'orbe solaire, l'incli- 
naison moyenne de l'orbe lunaire sur son plan reste toujours la même, 
comme on le verra dans la Théorie de la Lune; or, en supposant ce 
satellite mû sur le plan même de l'orbe solaire, on a y'= y et A'r= A; 
on a donc, eu égard aux variations de l'orbe solaire, 

fy'dt sin A' - 1 j cos (// -4- 6). 

Soit, de plus, c la tangente de l'inclinaison moyenne de l'orbe de la 
Lune sur celui du Soleil, et —f't — %' la longitude de son nœud 
ascendant sur cet orbe, comptée de l'équinoxe mobile du printemps; 
on aura, en vertu de cette inclinaison, 

//tf/sinA'r-_ ^ cos (/'/-*- 6'); 

en réunissant donc ces deux termes, on aura, relativement à la Lune, 

fy'dt sin A' -= ~ cos (/' / -+. 6' ) - 2 j. cos [fi + 6), 

et l'on aura, par les actions réunies du Soleil et de la Lune, 

i Sin 9 ( C0S21M C0S2C 

* \ m 

6 = h-- { - i-hA m cos 02 -p. cos // -f- 6 

-4 -^COS0COS(/'/-i-ê') 

6. Déterminons présentement la valeur de ty 9 et pour cela reprenons 
la seconde des équations (H) du n° 4, en lui donnant cette forme 
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od a, par le numéro précédent, relativement au Soleil, 

Y 2 — Z 2 = — cos* - (i — cos2t>) — -jr sin 2 y[cos2A — cos(av — 2A)] 

r 2 r 2 y 

- sin 2 v[i — cos(2i> — 2A)] -h — sin* L [1-— cos(2t> — 4A)],* 

2 2 ^ 

r 2 r 2 y 

YZ= -7- sin2ycosÀ siny cos 2£ cos(2i> — A) 

4 ' a ' 2 v ' 

r 2 y 

-+- — siny sin 2 - cos(2f — 3A); 

on aura donc, par l'analyse du même numéro, en négligeant les carrés 
de e et de y et les quantités qui restent insensibles après l'intégration , 

Vdt— <//sin0cos0 7- sin0cos0rfsinai' 

* 4 

3 m 2 
-i yrf/cosA(cos 2 — sin 5 0), 

expression dans laquelle il faut substituer pour ycosA sa valeur 
2ccos(//-f-6). 

On trouvera, par la même analyse, que Ton a, relativement à la 
Lune , 

~ , 3Xi7i 2 <// . - - 3Xm 2 . - „ . . 

vdt— sindcosd -, — t sin0cos0asui2i' 

2 4^ 

3X ™ 2rf/ (cos 2 - sin 2 0) 2c cos [fi -+- 6) 



on aura par conséquent 

(i-t- A)mcos0 j- asinavH r a sin 2 f | 

2a/ \ m / J 

rf+ 3m 2C — A — B] # ., cos 2 — sin 2 v IA ^ 

a/ 4 rt t* 1 sin ^ 

. cos 2 — sin 2 , ,-, 

h- Xro —>> c'cos (/ ' / -4- 6' 

sin0 ^ ' 

Pour intégrer cette équation, nous observerons que la valeur de 6 n'est 
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pas constante, et que ses variations séculaires deviennent sensibles par 

l'intégration dans le premier terme de cette expression de -^; or la 

seule partie de la valeur de qui puisse acquérir une valeur un peu 
grande par la suite des siècles est celle-ci 

— 7 — P (i-4-X)cos0 2-^ cos (//-+- 6); 

c'est donc la seule à laquelle il soit nécessaire d'avoir égard : ainsi, en 
faisant, pour abréger, 

3m 2 2C-À — B , . x . . 
J7T c (i + *î«>sA = l f 

le premier terme de l'expression de -£ deviendra, en négligeant les 
quantités de l'ordre c 2 9 

/-h / a tangA2~ cos(// -h 6). 

Il est inutile d'avoir égard à la variabilité de dans les autres termes 
de cette expression, qui donne, après l'avoir intégrée, 

^// + Ç + 2[(^-.)lang/i + cotA]|sin(// + 6 )- 2 ^ Ty 

/A /X cos 2 A — sin 2 A , . ,-,.-„ 

201(1-»- À) [\-\-\)f sinAcosA ^ ' 

£ étant une constante arbitraire. 

L'expression de 8 du numéro précédent peut être mise sous cette 
forme 

9 = A - l l 4 cos(// -+- 6) -H , l \ , r , c cos(/'/ 4- 6') 
/tangA / m - A 

_j v-^t C0S21M r AC0S2V ). 

2/n(n-A) \ m ) 

En réunissant ces valeurs de ^ et de 6 avec celle-ci p = n, on aura 
tout ce qui est nécessaire pour déterminer à chaque instant les mou- 
vements de* la Terre autour de son centre de gravité. 



sin2c 
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7. Les valeurs de ^ et de sont relatives à un plan fixe; pour avoir 
ces valeurs par rapport à l'écliptique vraie, considérons le triangle 
sphérique formé par l'écliptique fixe, par l'écliptique vraie et par l'é- 
quateur. Il est aisé de voir que la différence des deux arcs interceptés 
entre l'équateur et le nœud ascendant de l'orbe solaire, dans ce tri- 
angle, est à très-peu près égale au prodirit de cotO par l'inclinaison 
de l'orbe solaire à l'écliptique fixe et par le sinus de la longitude de 
son nœud; cette différence est donc égale à cot6 2csin(y/-f-6); or, si 
l'on nomme ty' la distance de l'intersection de l'écliptique vraie et de 
l'équateur à l'origine invariable d'où l'on compte l'angle <|* sur le plan 
fixe, on aura, à très-peu près, <J> — -<J/ pour cette différence; on aura 

donc 

<|/ - <|/ = cot0 le sin( // -h 6), 

d'où l'on tire 

<|/ ' = // -h Ç 4- 1 (i -b ~ \mg*h\ !-y(- cotA.csin( ft -h 6) 

"+* 7 ïtt? — ^7 1 — csinfr/-t-6 ; ^-rsin2v 

(i + a)/' sin/icosA KJ ' 2/n(H-À) 

Il . , 

SU12V . 



2Hl'(l"hX) 



Si l'on nomme ensuite 0' l'inclinaison de l'écliptique vraie sur l'équa- 
teur, on trouvera facilement, en considérant le triangle sphérique 
précédent, et en observant que 6'— 8 est fort petit, 

0'—0 = 2ccos[ft + 6); 
on aura par conséquent 

d'= A -4-2 £^ c cos(// 4- 6) -h 7^:^Tf7 c'cos[f't -h 6') 
/tan g A 



/tan g A / m A 

H , -» [C0S2V H T ÀC0S2l> 1. 

nm[î-h A) \ m / 

La partie 2^y— ccos(ft-\-G) de cette expression donne la variation 
séculaire de l'obliquité de l'écliptique vraie sur l'équateur.* Si la Terre 
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• 

était sphérique, il n'y aurait point de précession en vertu de l'action 
du Soleil et de la Lune; on aurait ainsi /= o, et la variation séculaire 
de l'obliquité de l'écliptique vraie serait le cos( ft^ 6). On voit-donc 
que l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde terrestre change 
considérablement les lois de cette variation, qui deviendrait même 
presque nulle, si le mouvement de précession dû à cette action était 
très-rapide relativement au mouvement de l'orbe solaire; car ce der- 
nier mouvement dépend, par le n° 5, des angles (/■—/)*, dans les- 
quels les coefficients/— / seraient alors très-petits par rapport à / et 

à/ en sorte que la fonction 2~—cco${ft-\- 6) deviendrait presque 

insensible. Dans les suppositions les plus vraisemblables sur les masses 
des planètes, l'étendue entière de la variation de l'obliquité de l'éclip- 
tique est réduite, par l'action du Soleil et de la Lune sur le sphéroïde 
terrestre, à peu près au quart de la valeur qu'elle aurait sans cette 
action; mais cette différence ne se manifeste qu'après deux ou trois 
siècles. 

Pour le faire voir, développons la fonction 2^-y— ccos(yfr-f-ê) par 

. rapport aux puissances du temps; elle devient, en négligeant les termes 
au delà de sa première puissance, 

f— l 
2 ' J —f- c cosê — / 2 (f— l) c sin 6. 

Le coefficient/— / est, comme on l'a vu, le même pour la Terre sup- 
posée sphérique que pour le cas ou elle diffère de la sphère; la varia- 
tion séculaire de l'obliquité de l'écliptique est donc la même pour ces 
deux cas, dans les temps voisins de l'époque. 

La fonction lli-h j tang*Àj(/— /)cotA.ccos(yî-4-ê) de l'expres- 
sion de -t^- donne la diminution de l'année moyenne, en réduisant 

cette fonction en temps, à raison de la circonférence entière pour une 
année. La diminution qui aurait lieu par le seul mouvement de l'éclip- 

QEuvret de L, — II. 4^ 
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tique, et en faisant abstraction de l'action du Soleil et de la Lune sur 
le sphéroïde terrestre, serait 

2(/— /)colA.ccos(// + 6); 

cette action change donc encore l'étendue de la variation de Tannée, 
et la réduit a peu près au quart de la valeur qu'elle aurait sans cette 
action. 

8. Considérons présentement l'influence de cette action sur la durée 
du jour moyen. Nous observerons d'abord que l'axe instantané de rota- 
tion ne s'écarte jamais du troisième axe principal que d'une quantité 
insensible; on a vu, dans le n° 28 du Livre I, que le sinus de l'angle 

formé par ces deux axes est égal à ™ r =; or il est visible, par 

Vr ~*~ Q* ~*~ r * 

ce qui précède, que q et r sont insensibles, et qu'ils n'oYit d'influence 
sensible sur les valeurs de 8 et de ^ que par les intégrations; on peut 
donc toujours confondre l'axe instantané de rotation de la Terre avec 
son troisième axe principal, et ses pôles de rotation répondent tou- 
jours a très-peu près aux mêmes points de sa surface. 

Déterminons le mouvement de rotation de la Terre autour de 
son troisième axe principal. Il est aisé de voir que, p étant égal à 

2jr ~ 7/? cosf), il exprime ce mouvement. Si dans les équations (G) 

du n° 4 on suppose A = B, ce qui a lieu lorsque la Terre est un sphé- 
roïde de révolution, la première de ces équations donne dp=o f et 
par conséquent/? égal à une constante n; mais ces équations n'étant 
qu'approchées relativement à l'action de l'astre L, nous allons prouver 
que l'équation p = n a encore lieu, en ayant égard à tous les termes 
dus à cette action. 

Si, comme dans le n q 2, on prend pour le plan des x et des y celui 
de l'équateur, la première des équations (D) du n° 1 deviendra 

, rfN 
d P~—> 
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et Ton a, par le n° 3, 
Soit 



+ (r'-r) 2 -(*'-*)' 

on aura, par le n° à, en observant que, par la nature du centre de 
gravité, fx'dm ■-- o, fy'dm — o, Jzdm = o, 

rfN _ <W_ <W 
dt ~~* dx X dy ' 

V étant le produit de L par la somme de toutes les molécules du sphé- 
roïde terrestre divisées respectivement par leurs distances à L, il est clair 
que, ce sphéroïde étant supposé de révolution, V est le même lors- 
que z et yjx 2 h- y 2 sont les mêmes; V est donc fonction de ces deux 

quantités, ce qui donne -4- = o, et par conséquent dp — o, ou p — n. 

Voilà donc un cas fort étendu dans lequel le mouvement de rotation 

de la Terre autour de son troisième axe est rigoureusement uniforme. 

Dans le cas général où les trois moments principaux d'inertie sont 

inégaux, le terme ~ qrdt de la première des équations (G) du n° 4 

est insensible, même après sa double intégration, dans l'expression de 
fpdt, qui représente le mouvement de rotation de la J'erre, après un 
temps quelconque. En effet, on a vu, dans le n° 4, que les valeurs de q 
et de r ne renferment point de très-petits diviseurs, qui ne sont intro- 
duits dans les expressions de 8 et de ty que par les intégrations; qetr 
sont donc de l'ordre fc, en n'ayant égard qu'aux très-petits angles 
dépendants des variations séculaires de l'orbe terrestre, et le terme 

—p — qr est de l'ordre l 2 c 2 — ^ — La double intégration peut lui donner 

un diviseur de l'ordre l 2 , et alors il sera de l'ordre ~ c a , et par 

conséquent insensible. 

43. 
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Si, dans le second membre de la première des équations (G), on 
substitue, au lieu de 6, 9 et ty, leurs valeurs données par une pre- 
mière approximation, il suffira de n'avoir égard qu'aux termes de 
ces valeurs qui ont de très-petits diviseurs, et qui sont de la forme 

W lo sin 

~~T (ft "*" ^)» /étant un très-petit coefficient du même ordre que /. 

J cos 

Mais ces termes, substitués dans le second membre de la première des 
équations (G), s'y trouvent multipliés par le sinus ou le cosinus de 29 
et par /; ainsi, après leur double intégration dans l'expression de 
fpdt, ils restent encore insensibles. On voit donc que, dans le cas 
même où les trois moments A, B, C sont inégaux, le mouvement de 
rotation de la Terre peut toujours être supposé uniforme, ou, ce qui 
revient au même, p peut toujours être supposé égal à une constante n. 

9. C'est ici le lieu de discuter les variations du jqur que les Astro- 
nomes nomment jour moyen. Le moyen mouvement sidéral de la Terre 
dans son orbite est uniforme, comme nous l'avons démontré dans le 
n° 54 du Livre II. Si l'on conçoit sur cette orbite un second Soleil dont 
le mouvement et l'époque soient les mêmes que le moyen mouvement 
et l'époque du moyen mouvement du vrai Soleif; si l'on conçoit de 
plus, dans le plan de l'équateur, un troisième Soleil, mû de manière 
qu'il coïncide avec le second Soleil toutes les fois que celui-ci passe 
par l'équinoxe du printemps, et que sa distance à cet équinoxe soit 
toujours égale à la longilude moyenne du Soleil ; l'intervalle de deux 
retours consécutifs de ce troisième Soleil au méridien sera ce que l'on 
appelle jour moyen. Si le mouvement de l'équinoxe sur l'écliptique 
vraie était uniforme, et si l'inclinaison de cette écliptique à l'équateur 
était constante, le troisième Soleil se mouvrait toujours uniformément 
sur l'équateur; mais les variations séculaires du mouvement des équi- 
noxes et de l'obliquité de l'écliptique introduisent dans le mouvement 
de ce troisième Soleil de petites inégalités séculaires que nous allons 
déterminer. 

On a vu, dans le numéro précédent, que la vitesse de rotation de la 
Terre peut être supposée égale à une constante n, et que son axe in- 
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stantané de rotation ne s'écarte jamais du troisième axe principal que 
d'une quantité insensible. Soit donc s la vitesse angulaire du troisième 
Soleil, que nous concevons mû dans le plan de l'équateur, et v sa dis- 
tance à l'équinoxe du printemps rapporté à l'écliptique fixe; n — s sera 
la vitesse angulaire du premier axe principal de la Terre relativement 
à ce Soleil, et Ton aura 

rfcp — dv — ( n — s) dt. 
Mais on a, par le n° 4, 

rf<p - n dt -i- dty cos0; 

on aura donc 

dv -. - sdt -T- ctycosO. 

• ^ 
.m ■ 

Soit v' la distance angulaire du troisième Soleil à l'équinoxe réel, c'est- 
à-dire à l'intersection de l'équateur avec l'écliptique vraie. Il est aisé 

de voir, par le n° 7, que v — ?' est égal à - — ~> et par conséquent 
égal a ~ -» ce qui donne 

dv — sdt -f- dùcosQ — dt — * r-^ -• 

T sm0 

Sort gt le mouvement sidéral du second Soleil sur l'écliptique vraie; 
g -t- -jr sera sa vitesse angulaire relativement à l'équinoxe réel; mais 
on a, par le n° 7, 

llT = ~dt ~ co* •*<!/**[ fl + 6); 
cette vitesse est donc égale à 

ff -r- ~J - cot0.2c/cos(// h- 6); 
elle doit être égale à ^-; on pourra donc, au moyen de cette égalité, 
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déterminer s, et l'on aura 

. ... rf+ I — COS0 V r . - -. 

s=g,(i--cose)-£ -h --^g— 2c/cos(// + 6). 

En substituant pour <ty et 6 leurs valeurs précédentes, on aura 
s — g-\- /(i — cosA) — sinA.2-^- cos(//-f- 6) 

-r- (i — cosA)2 l-p — l) tangA -4- Icoth ccos(// -+- 6) 

I--C0sA v * , - „. 

sinA y Vl/ ' 

Le temps exprimé en jours moyens est égal à fsdi; on aura donc, 
pour l'équation de ce temps, ™ 

— sipA-S-^-sint/Z + S) 

-h (i — cosA)2 l-j^ — y \ tangA H- -^ cotA csin(//4-6) 

i--cosA „ . . r -. 
;inA w ' 



sin 



Cette équation réduite en temps, à raison de la circonférence entière 
pour un jour, ne s'élevant qu'à quelques minutes dans une période de 
plusieurs millions- d'années, sa considération est inutile aux Astro- 
nomes. 

10. L'analyse des numéros précédents suppose la Terre entièrement 
solide; mais elle est recouverte en grande partie d'un fluide, dont les 
oscillations peuvent influer sur les mouvements de Taxe terrestre; il 
importe donc d'examiner cette influence, et de voir si les résultats que 
nous venons de trouver n'en sont point altérés. Pour cela, il faut dé- 
terminer ce que l'action de l'océan sur le sphéroïde qu'il recouvre 
ajoute aux valeurs de rfN, rfN' et rfN" du n° 1 . On a vu, dans le n° 25 
du Livre I, que, P, Q, R étant les forces dont la molécule dm du sphé- 
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roïde terrestre est animée parallèlement aux axes des x , des y' et 
des s', et en sens contraire de leur origine, on a 



rfN 
di 

di 



f{Qx' P r ')dm, 



f(Rx'-- Pz')dm, 



Voyons quelles sont les quantités que l'action de l'océan, introduit 
dans ces expressions. Ce fluide agit sur le sphéroïde terrestre par sa 
pression et par son attraction; considérons séparément ces deux effets. 
Nous supposerons, pour plus de simplicité, que le plan des x' et des y' 
est le plan même de l'équateur, ainsi que nous l'avons supposé dans 
le n° 3. 

Dans le cas de l'équilibre, la pression et l'attraction de l'océan ne 
produisent aucun mouvement dans l'axe de rotation de la Terre; il ne 
faut donc avoir égard qu'à l'action de la couche d'eau qui, par les at- 
tractions du Soleil et de la Lune, se dispose sur la surface d'équilibre 
qui terminerait l'océan sans ces attractions. Représentons par a.y l'é- 
paisseur de cette couche, et prenons pour unité de densité celle de la 
mer, et pour unité de distance le rayon moyen du sphéroïde terrestre; 
nous aurons ainsi à considérer l'action d'une couche aqueuse dont le 
rayon intérieur est l'unité, et dont le rayon extérieur est i -+- ay. Si 
l'on nomme g la pesanteur, la pression d'une colonne de cette couche 
sera le produit de <x.gy par la base de cette colonne; ce sera, par le 
n° 36 du Livre I, l'excès de la pression dans l'état de mouvement # du 
fluide sur sa pression dans l'état d'équilibre. 

Soit R le rayon mené du centre de gravité de la Terre au point de 
la surface du sphéroïde que cette colonne presse; soit p. le cosinus de 
l'angle que le rayon R foi me avec l'axe de rotation, et zs l'angle que 
le plan mené par cet axe et par R forme avec l'axe des x'. Soit enfin 
a = o l'équation de la surface du sphéroïde que recouvre la mer. 
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u étant fonction des coordonnées x\y\ z' qui déterminent la position 
du point dont il s'agit; on aura 

3C* •-"- R y/l - (JL* COSBJ, 

7' -R v^i - -/x a siniEF, 

La base de la petite colonne que nous venons de considérer peut 
être supposée égale à R 2 rf;xûfa; la pression de cette colonne est donc 
a gyll* d\L dxs . Cette pression est perpendiculaire à la surface du sphé- 
roïde; en la décomposant en trois forces parallèles aux axes des x\ 
des y' et des'*', et supposées tendre à augmenter ces coordonnées, on 
aura pour ces forces, par le n° 3 du Livre I, 

ccgjrWdfxdvs du agyrl{*dfj.dv3 du agyWdfxdis du 

7 àF 9 7 àf' 7 à? 9 



f étant égal à i/ 1 ^r) -H ( ~j -+-( -A) • L'équation à la surface du 
sphéroïde est de cette forme 

x '2 .+- jr'l -+- z' 2 — I -H 2fl, 

q étant une fonction très-petite de a/, y', z\ dont nous négligerons le 
carré; on a donc 

ce«qui change les expressions des trois forces précédentes dans celles-ci 

7 r~*?J' 



lagyWdpdm l,., dq\ . 

7 V *7 ' 
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on aura ainsi, en n'ayant égard qu'à ces forces, 

</N _ Ç f 2 «fl Tft*<fo < W-> àq dq\ 

* -JJ "" / \* d r - r dx-r 

rfN' _ Ç r^« g.r^d fjidta l _, dq _ . â± 
dt T ~JJ " f \ àz' dx' 

*K - C r a » yrR'rff»«fa U àq_ _ . dg\ 

dt-JJ '" * Y dz' * d/)' 

Rapportons les différences partielles ~> -t~ et ^~ aux variables R, 
ji et x3. Pour cela, nous observerons que Ton a 

d'où il est facile de conclure 

àq _ r - --5 fy sincj dq a fi- ]x* cos gj (ty 

-r — ; — il — M COSGJ -rs — — .-=: -j- =i -r— » 

dx' y r dR Ryi-.^fe R • dfx 

<ty _ r. - f 7i Q i nr , d ? C0SBy d ? f* /i™/!* sin » <ty 

-r — r — V * — M Slll CJ Tir ~r- -r — — -=r -r — ? 

d/' v r ^tt Rv/i -|ti 2 ^ R <*/* 

àÇ __ <ty i — a 2 <ty 
ds 7 " a dR ~*~ ~~ ÏT~ d£' 

on aura ainsi, en observant que, dans les valeurs de -t-> -7-1 -t--> on 
peut, en négligeant le carré de g, supposer R = 1 et/-- 2, 

d*' CC , a ( / ; <ty " sin «* <ty\ 

rfN * r r * t 1 1 — * • d î • f*cosBj (ty 

-y-- = / / agrauLduj y 1— .* smro J ™ J ^— -■■ -p- 

* J J 3J ' V ' ^ Vi- ^ a ^ 

Déterminons présentement les valeurs de -, > ^- et . - relatives à 
l'attraction de la couche aqueuse sur le sphéroïde terrestre. Il est clair 

Œuvres de L. — II. 44 
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que, si ce sphéroïde et l'océan qui le recouvre formaient une masse 
solide, il n'y aurait aucun mouvement dans cette masse en vertu de. 
l'attraction de toutes ses parties; l'effet de l'attraction de la couche 
aqueuse sur l'océan, ajouté à l'effet de son attraction sur le sphéroïde 
terrestre, est donc égal et d'un signe contraire à l'effet de l'attraction 
de la Terre entière sur la couche aqueuse; d'où il suit que l'effet de 
l'attraction de cette couche sur le sphéroïde terrestre est égal à la 
somme des effets de l'attraction de la Terre entière sur la couche, et 
de l'attraction de la couche sur l'océan, cette somme étant prise avec 
un signe contraire. 

La résultante de l'attraction de la Terre entière sur la petite colonne 
<x.yd\Ldx3 de la couche aqueuse et de la force centrifuge est perpendicu- 
laire à la surface d'équilibre de la mer; on aura donc l'attraction de la 
Terre entière sur cette colonne, en la concevant animée de cette résul- 
tante et de la force centrifuge prise avec un signe contraire. La pre- 
mière de ces deux forces est la pesanteur g, qui doit être multipliée 
par la masse ayd^du de la molécule; en supposant donc que l'équa- 
tion de la surface d'équilibre de la mer soit 

on aura, par ce qui précède, les parties de -j-> -rr et -tt- relatives 

à cette force, en changeant, dans les expressions précédentes de ces 
quantités, q en q\ Il faut de plus, comme on vient de le dire, les 
prendre avec un signe contraire; en les réunissant ainsi aux expres- 
sions précédentes, et observant que q'— q exprime la profondeur de 
la mer, que nous supposons très -petite et que nous représenterons 
par y, on aura 

rfN ' CC j j ( r -i ày , Msin© dy\ 

" dT = -J J««r**V«-*-eos.3J; + "J™ ^ 

«W CC j j / / r . ày ucosw dy\ 
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Il faut maintenant considérer l'effet de la force centrifuge prise avec 
un signe contraire» et le retrancher de ces valeurs, ce qui revient 
à leur ajouter l'effet de la force centrifuge* Si Ton désigne par n 
la vitesse de rotation de la Terre, la force centrifuge de la petite 
colonne aLyd^dn sera n 2 ^i—[j*; en la multipliant par la masse 
de la colonne, on aura oLn^yd^dTs^lT- \f pour la force entière. 
Cette force est dirigée suivant le rayon du parallèle terrestre; en la 
décomposant en deux, Tune parallèle aux x' et l'autre parallèle 
aux y\ on aura *n*y dpdzs y/i — f/. a cosu pour la première, et 
<tn*yd\Ldx3>Ji— ^ 2 sinu pour la seconde; on aura donc, pour les 

parties de -i-> —,.- et —r- relatives à la force centrifuge, 

rfN 

rfF = °' 

-T-- = — I I <xn 2 y dpdi3. p /* — f* a cosgj, 



dW 
dt 



— . — / / anïydyLdw. n^i — p 2 sincr. 



Il nous reste à déterminer l'effet de l'attraction de la couche aqueuse 
sur l'océan. Pour cela, représentons par aU la somme des molécules 
de cette couche, divisées par leurs distances respectives à une molé- 
cule de l'océan, déterminée soit par les quantités R, (/. et u, soit par 

les coordonnées x\ y\ z'\ a-r-71 <* j-r et a^ seront les attractions 

de la couche sur cette molécule parallèlement à ces coordonnées, 

ces attractions tendant à les augmenter. La masse de la molécule est 

rfN e/N' tfN" 
RVIW|/.flfo; on aura donc, pour les parties de -j-> -i--> —r- relatives 

à l'attraction de la couche aqueuse sur l'océan, 

44- 
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Pour intégrer ces fonctions relativement à R, nous observerons que, 
la profondeur de la mer étant supposée très-petite , on peut supposer 
R = i et /R a rfR--y. Si, de plus, on change les différences par- 
tielles -j-7-> -t-t et -r-r en d'autres relatives aux variables R, u et u, 

ôx Ojr oz r 

les fonctions précédentes deviendront, en les prenant avec un signe 
contraire , 






Ors 



Si 1 on réunit ces valeurs aux expressions partielles de -g-» -^-- et -t— 

trouvées ci-dessus, on aura, pour les expressions entières de ces quan- 
tités relatives à l'attraction et à la pression de l'océan sur le sphéroïde 
terrestre, 

—rr — — l \a.gydu.diB[ Ji— u*cosm-J- -+- - -±- 1 

dt JJ Y d P Ji-yfiàm) 

C C i s ( , ï àXS usiner dU\ 

— //a n 2 j dp e/cy.^ ^ * — P* cos cr, 

rr * * ( i — 5 • <* u "cosgj du\ 

— JJoLn^yd^dm.u. \]i— uC 1 sincj. 

Les intégrales précédentes doivent être prises depuis j/. = — i jusqu'à 
[*=■=!, et depuis = jusqu'à ct égal à quatre angles droits. En inté- 
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grant par rapport à u, on a 

jagydw^- ^xgyy ~ j a S7 d ^-^ + const.; 

or il est clair qu'aux deux limites de l'intégrale, où u = o et u est 
égal à quatre angles droits, la fonction a&yy est ' a m ^ me » puisque 
ces deux limites appartiennent au même point de la surface du sphé- 
roïde; on a donc v-gyy -s- const. •= o, et par conséquent 



Jjagydndv-^ _-.-. - Jjagydixdvj 



dy 
ôvs 



En intégrant par rapport à a, on a 



/ fa /• arfasincj 

*gr d Pj-s/ 1 •f* 1 sinw - xgyy \/ 1 -p 2 sinm+ lagyy^-^ 

-~ I a gy ^f* ) ^ l ~-yP sincj -t- const. 

L'intégrale doit être prise depuis \l — — i jusqu'à (/. — i; or y et y ne 

sont jamais infinis; ainsi, le radical \Ji-\l 1 étant nul à ces limites, 
on a à ces mêmes limites 



ctgyy v'i ~ V-* sincj -f- const. — o, 



et, par conséquent, 



f 'fagydrdu,^/*- p>sinn,= J ' jagyy^^ 3 - ^ 

— I \ agy rf/acte-p v/i — f**sinBj. 
On trouve encore, en intégrant par rapport à u, 



ffagr dtd* m^ g = -ffagydpd* -£« 



uj dy C C~ n >+iJ..Jw* pcoscy dy 

~ûi dm 



-h 



ffagyyd^^-, 
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on aura donc 






On trouvera pareillement 



JJa gr d^(sl^-^co^ + i^ g) 



les expressions précédentes de -.-> ->— et -->- deviendront ainsi 

— jfan 1 jr dpdns.it ^\ — p* cosgt, 

rfN " fC j , ïi ï- / ^r à\}\ fxcosoj/ «) r dU\T 

— ff<xn 2 xdiidf3.fjL ^i — [A 2 sincj. 

11. Déterminons maintenant l'influence de ces quantités sur les 
mouvements du sphéroïde terrestre autour de son centre de gravité. 
Pour cela, reprenons les équations (D') du n° 1. Si Ton néglige les 

quantités très-petites — ^— qrdt, —j—rpdt et —jr—pqdt\ si, de 

plus, on observe qu'ayant pris pour les axes des a?', des y' et des z' 
les axes principaux, on a <p — o, 8 — o, on aura 

. du . dN* . dW 

On voit d'abord que Igs termes dépendants de très-petits angles, que 
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contient rfN, peuvent, par l'intégration» en produire de très-grands 
dans la valeur de p; il es4 donc nécessaire d'avoir égard à ces termes. 
On a vu» dans le n° 4, que 

de 

-j — r sin9 — q COS9, 

dû 

-j- sin0:= rcos9-f-g sin9; 



en faisant donc 



rfô _ tf+ sin0 _ 

dt ~ *' ' dt ~ r ' 



et observant que dy est à très-peu près égal à ndt, on aura 

dx"-: dr sinç — dq COS9 -h njr u dt, 
dy tt — dr cosy -t- dq sin9 — nx"dt. 

Si Ton substitue pour d!y et dr leurs valeurs précédentes, dans les- 
quelles on peut changer A et B en C, on aura 

dar — — -— sin9 — cosç -4- njr"dt, 

dy n — — — — cosç -;- - — sin9 — nardt. 9 

Soit R dt cos (it -h t) un terme quelconque de ?_..._— _?, e t 

ffàsinjài-t) le terme correspondant de ^-^ *; les 

termes correspondants de a/' et de y" seront , 

- /iH' — i*H . , . . - i*H' — wH , . x 

*= t a_ ra a Sin(i/ + e), r ~ : ,,._„, cos(i/ + f). 

Les termes dépendants de très-petits angles, ou dans lesquels i est fort 
petit, sont encore peu sensibles dans les valeurs de a? et de y"\ mais 
l'intégration les rend très- sensibles dans les valeurs de 8 et de ^, et 
Ton a vu, dans le n° 4, que la précession et la nutation dépendent de 



352 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

termes semblables; il est donc essentiel d'y avoir égard. Ces termes 
sont produits par ceux de rfN' et de */N" qui dépendent d'angles très- 
peu différents de nt; car, en les multipliant par sin 9 et par cos<p, il 
en résulte des termes dépendants de très-petits angles; ainsi Ton doit 
faire une attention particulière à ces termes. 

Les termes dans lesquels i est très-peu différent de n deviennent fprt 
grands dans les valeurs de x" et de y" 9 parce que le diviseur 1 1 — n 2 
est alors très-petit. Ces termes résultent de ceux de </N' et de rfN" qui 
renferment de très-petits angles, et auxquels il est nécessaire, pour 
cela, d'avoir égard. Ils peuvent encore être produits par les termes de 
rfN' et de rfN" dépendants d'angles très-peu différents de znt; en effet, 
si, par exemple, rfN' renferme le terme L dt sin (2 nt -f- vt -h e), v étant 

très-petit, il en résultera, dans la fonction — — 4 £> le terme 

L . , , . ' \ * j 1 c rfN'cos© — tfN'sin© , 
-7; atcoslznt — <dh -vt-\- e), et dans la fonction -*-,, x > le 

terme — ; dts\n(2nt — ç -i-vt-Y- 1). Mais, dans ce cas, H' étant égal 

a H, les expressions correspondantes de y" et de a? perdent leur très- 
petit diviseur i— n, et par conséquent sont insensibles. On verrait de 
même qu'un terme de </N" de la forme Ldt cos(a zitH- vt-\- e) ne pro- 
duira^ dans x" et y" que des quantités insensibles; il ne faut donc 
avoir égard, dans les valeurs de rfN, dN' et dN" 9 qu'aux termes dé- 
pendants de très-petits angles ou d'angles très-peu différents de nt. 
Pour analyser ces différents termes, il est nécessaire de rappeler les 
équations différentielles du mouvement de l'océan. Considérons une 
molécule de sa surface, déterminée, dans l'état d'équilibre, par les 
coordonnées (/. et u; concevons que, dans l'état de mouvement, elle 
soit élevée de la quantité ccy au-dessus de la surface d'équilibre, que 
sa latitude soit diminuée de la quantité <xm, et que l'angle u soit aug- 
menté de a e. Nommons encore u la déclinaison de l'astre L, n son 
ascension droite, et r, sa distance au centre de gravité de la Terre. 

Soit 

3L 
<xf= — j [cosflsinu -4- sin9cosucos(II — ? — w)] a ; . 
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on aura , par les n°* 3 et 4 du Livre IV, les trois équations suivantes 

_ d.yufi—fx 2 d.yv 

' ~~ dfx dm 

m 

(I) /3/ï-- 2n d7^ , -' ttï = [Sàï-dï-dï)^^' 

d * v -, i'n du P - '<>*> àv dm 
àt* dt yI _ ^2 I _ fX 2 

Si Ton ne considère qi^ les angles croissant avec une extrême lenteur 
on indépendants de ?, il est visible que la partie de/ relative à ces 
angles est indépendante de u; les parties dey et de U relatives aux 
mêmes angles seront donc elles-mêmes indépendantes de u, en sorte 
qu'en ne considérant que ces termes, on aura 



df d r d\J 

dm dm dm 



et par conséquent 



St= > 



dK' . dK" . rC i / dr dU \ 

_ sin? + _cos9=JJ^rf a rf CT ^__^sin(9- C T)^^-^), 

rfN' rfN" . r r , . r - , J dr dH\ 

"dT cos< f - ~dT sin 9=J J^ rf ^ rf ^V I -^cos(9^w)^^-- 5 --j. 

On a vu, (fans le n° 6 du Livre IV, que, relativement aux termes crois- 
sant avec une extrême lenteur, on peut supposer, à très-peu près, 

dr dV. df 

o -- sr — - - • 

° dfx dfi dp 

Cette équation est d'autant plus exacte que ces termes varient avec 
plus de lenteur, et qu'ils ont, par conséquent, plus d'influence sur 
les mouvements de l'axe de la Terre; on a donc, relativement à ces 

OKavres de L. — U. * 4 5 
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termes, 

dN'sin<p4-rfN"cosa> C C , s , ; -, > àf 

I-jj =J Jecydtxdiay/i-n* «n(? + et) ■£-* 

JN'coso-tfN'sino f f . . , . ,df 

dt = J J ay rf F rf wv/i-fx»cos(<p -+- 0) •*-• 

Considérons présentement les parties de ->— et de —t— qui dépendent 
d'angles très-peu différents de ni. On a 

rfN'sin<p-+-rfN"cos<j> rr j j / ; . # \ / d r àV\ 

La première des équations (I) donne 

ffan 2 jrd[JLdtD.fJL^T^-iJi 2 s\n(o-\- m) 

En intégrant depuis ^ = — i jusqu'à [/. = i, on a 



/. 



flrffi^T-p*^ fJL?±-^ = --fyudlA(l -- *t**); 



on a pareillement, en intégrant depuis gj -- o jusqu'à xs égal à quatre 
angles droits, 



/ dvjs\Ti(y-\- gj) -y-- = — fy v dm cos ( 9 +sj); 



partant, 



f f <zn*jr di*dw. p \/ 1 — [x 2 s\n(y+ gj) = — JJan 2 yud[t.dm{i — 2^ a )sin(9 + cj) 

-f- //a w 2 y i> rf/x rfnj . /x ^ 1 — /x * co s ( 9 -f- m ) . 

On peut supposer y w développé dans une suite de termes de la forme 
H cos(i* 4- stj H- s), H étant fonction de (/. seul, et $ étant un nombre 
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entier positif ou négatif, ou zéro, les nombres fractionnaires étant 
exclus, parce que yu est le même lorsque u = o et lorsque u est égal 
à quatre angles droits. Pareillement, yv peut être supposé développé 
dans une suite correspondante de termes de la forme Msin(iH-*o-+-e), 
M étant fonction de p. seul. Soient H' et M' les valeurs de H et de M 
relatives au même arc it et qui correspondent à s = i . Le coefficient i 
étant supposé très-peu différent de n, l'angle it — <p -h t croît avec une 
lenteur extrême; en ne conservant donc que les termes dépendants de 
cet angle, on voit que les termes de y u et de y 9 dans lesquels s est 
différent de l'unité renferment l'angle u dans les intégrales précé- 
dentes, et disparaissent ainsi par l'intégration relative à u; on a donc 

ffan*)rdpdiB.p v^i — /x a sin (9 -f-cr) 

= <zn*TC sin [it ~h e — <?)fd[x [(1 — a/x 1 ) H' -h [x /f-^7** M'] . 

Si Ton multiplie la seconde des équations (I) par dyd^dvs sm(^ -f- u), 
et qu'on l'ajoute à la troisième multipliée par 



ay d[xdm.[x ^1 — /x 2 cos(9 4-gj), 

on aura 

I J J^^ rfw [^ sin (? H - c, )- h2n ^ a jf C0S (? -*-*) 

• d*v dv t 

(OW 

En substituant pour y u et pour y 9 l'ensemble de tous leurs termes re- 
latifs à L'angle il, et observant que 1 est supposé très-peu différer de /*, 
le premier membre de cette équation deviendra 

a/i a 7rsin(i7 -+- e — <p)/rffx[(i — 2/x a ) H'-+- /x^/i — fx a M']; . 

on aura donc, en n'ayant égard qu'aux termes dans lesquels 1 est à 

45. 





m 
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très-peu près égal à #», 

ffanïydikdm.p.ifi — ii? sin (9 -+- w) 

=//V di "'"' • fT=7 ' ** ( * + ■' {* $? - 5? - $■) 
-//•»**^3i~'' + -»('£-£-j£)' 

d'où l'on tire 

c/N'sincpH-tfN'cos? fr , , , . # . d/ 

^3i— ïirr J J ^ dpdmyj i- p* sm[<f + v) -jL 

On trouvera de la même manière 

rfN / cos9-rfN // sin 9 Ç Ç , , . , . d/ 

^ J J ( Wdp<l*)/*--l* À u>*[? + *)'gj[ 

-h/ / aydudw~ -fl sinfo -+-sj) 3—» 

JJ v^ 1 — F J ** 



Ces deux équations ont donc lieu lorsque l'on n'a égard qu'aux angles 
.croissant avec beaucoup de lenteur, et l'on a vu précédemment que le 
premier terme du second membre de* chacune d'elles renferme encore 
tout ce qui se rapporte aux angles très-peu différents de w{; en sorte 
qu'elles embrassent tout ce qui a rapport à ces deux espèces d'angles, 
les seules qui peuvent influer sensiblement sur les mouvements de la 
Terre autour de son centre de gravité. En réunissant ces équations 

à l'équation -r- = o, on aura ce qui est nécessaire pour déterminer 

l'influence de la mer sur ces mouvements. 

J'observe maintenant que ces diverses équations sont les mêmes que 
si la mer formait une masse solide avec la Terre. Pour le faire voir, 

déterminons les valeurs de </N, rfN', rfN" relatives à la mer, dans 

« 

cette hypothèse. La valeur de V du n° 3 est égale à très- peu près à 

I LR 2 

— h R a a/ T > ce qui donne, par le même numéro, en substituant 
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ïPdRdpdvs pour dm, 

La profondeur de la mer étant supposée très-petite, et le rayon R étant 
à très-peu près égal à l'unité, on a, relativement à la mer, 

et par conséquent 



2-=//«**(*£-r-g) 



On trouvera de la même manière 



En transformant, par le n° 10, les différences partielles en d'autres 
relatives aux variables R, [/. et u, on aura 

ce qui donne 

- dt - — " ~ J Jaydiidw Ji- p* sin (? + m) ■*- 

JJ V'-f»* *» 
x-j- T =J J zydp dm y'i- p*cos(9 -t- o) ^ 



j / «y </ft «fo -r 
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et, si l'on n'a égard qu'aux termes croissant avec une extrême lenteur, 

~j- — o. Ces équations sont les mêmes que nous avons trouvées ci- 

dessus, d'où résulte ce théorème remarquable, # sa voir, que les phéno- 
mènes de la précession des équinoxes et de la nutation de l'axe de la 
Terre sont exactement les mêmes que si la mer formait une masse solide 
avec le sphéroïde quelle recouvre. 

II existe cependant un cas mathématiquement possible dans lequel 
ce théorème cesse d'avoir lieu : c'est le cas où lejioyau terrestre recou- 
vert par l'océan serait formé de couches sphériques. Il est clair qu'alors 
il n'y aurait aucun mouvement dans l'axe de rotation du noyau en 
vertu des attractions du Soleil et de la Lune et de l'attraction et de la 
pression de la mer, puisque la résultante de toutes ces forces passerait 
par le centre du noyau. Voyons ce qui empêche l'analyse précédente 
de s'étendre à ce cas. 

Les parties des expressions de aj, a h et a v qui influent sur les mou- 
vements de l'axe terrestre sont celles qui dépendent des sinus et cosinus 
d'angles de la forme it -f- o, dans lesquels i est très-peu différent de #», 
et l'on a vu, dans le n° 8 du Livre IV, que ces parties sont relatives aux 
oscillations de la seconde espèce. Ces oscillations peuvent être déter- 
minées dans ce cas par le numéro cité; i étant très-peu différent de n, 
les expressions de y, u et p, relatives à l'angle it -f- u 9 sont de la forme 



y — ~ , r * — cos(.i/ ■+- m), 



2 



/ ^( , -^)- n! 



a— - — cos(i7-t-cr), 

v = ? 5-r -=£== sin(i7 + bj). 

La profondeur de la mer est /(i — q\f)\ or on a, par le n° 34 du 
Livre III, pour la condition de l'équilibre, 

/ — 5ft a p 
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ce qui rend infinies les expressions précédentes de y, u et v; mais, 
comme elles ne deviennent infinies que par la supposition de i — /i = o, 

il en résulte qu'alors y 9 u et v sont de Tordre v— - • Ainsi Ton ne peut 

plus supposer dans l'équation (O), comme nous l'avons fait, i = #», en 
différentiant u et v par rapport au temps t. II faut, dans ces différen- 
tielles, avoir égard au facteur i — n qui , multipliant les parties de u 
et de 9 divisées par i — n, donne des produits indépendants de i — n. 
Ces produits rendent nulles les parties de dK et de rfN" relatives à 
l'attraction et à la pression de la mer sur le sphéroïde terrestre. 

Nous observerons ici que, dans le cas précédent, les oscillations de 
la mer dépendantes de l'angle it + xs sont très-grandes lorsque i est 
très-peu différent de #», et c'est ce qui a lieu par rapport aux termes 
dépendants du mouvement des nœuds de l'orbe lunaire, (i — n)t 
exprimant alors ce mouvement; mais une très-légère résistance de la 
part du sphéroïde terrestre suffit pour diminuer considérablement ces 
oscillations. La mer, en vertu de cette résistance, agit horizontalement 
sur le sphéroïde, et par cette action elle influe sur les mouvements de 
son axe. On verra, dans le numéro suivant, que, dans ce cas, qui est 
celui de la nature, le théorème précédent subsiste. 

12. L'analyse précédente, quoique très-générale, suppose encore que 
la mer recouvre en entier le sphéroïde terrestre, que sa profondeur est 
régulière, et qu'elle n'éprouve point de résistance de la part du sphé- 
roïde qu'elle recouvre. Ces suppositions n'ayant pas lieu dans la na- 
ture, on peut douter que le théorème précédent s'applique exactement 
à la mer. Comme il est très-important dans la théorie des mouvements 
de la Terre, en voici une démonstration générale, quelles que soient 
les irrégularités de la figure et de la profondeur de la mer et les résis- 
tances qu'elle éprouve. Pour cela, je vais rappeler le principe de la 
conservation des aires, qui a été démontré dans le Chapitre V du Livre I : 

Si l'on projette sur un plan fixe chaque molécule d'un système de corps 
qui réagissent d'une manière quelconque les uns sur les autres; si déplus 
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on mène, de ces projections à un point fixe pris sur le plan, des lignes que 
nous nommerons rayons vecteurs; la somme des produits de chaque 
molécule par l'aire que décrit son rayon vecteur est proportionnelle au 
temps, en sorte que, si l'on nomme A cette somme, et t le temps, on aura 
A = ht, h étant un coefficient constant. 

Ce principe a, dans la question présente, le grand avantage d'être 
également vrai dans le cas où le système éprouve des changements 
brusques, comme cela a lieu pour la mer, dont les oscillations sont 
brusquement altérées par les frottements et par la résistance des ri- 
vages. 

Si le système est soumis à Faction de forces étrangères , A ne sera 
plus proportionnel au temps t, et par conséquent L'élément dt du temps 
étant supposé constant, la valeur de dk ne sera plus constante. Pour 
déterminer sa variation, on considérera toutes les molécules du sys- 
tème comme étant en repos et isolées; on fera ensuite une somme de 
tous les produits de chaque molécule par Taire que décrirait son rayon 
vecteur dans l'instant dt, en vertu des forces étrangères qui la solli- 
citent, et cette somme sera égale à d*A; car il résulte du principe que 
nous venons d'exposer que la réaction des différents corps du système 
ne doit rien changer à cette valeur de d 2 A. 

Concevons, cela posé, une masse en partie fluide, et qui tourne au- 
tour d'un axe quelconque; supposons qu'elle vienne à être sollicitée 
par des forces attractives très-petites de l'ordre a, et qui laissent en 
repos son centre de gravité. Si l'on fait passer par ce centre un plan 
fixe, que nous prendrons pour plan de projection, et que Ton fasse 
partir de ce même point les rayons vecteurs des différentes molécules, 
la somme des produits de chaque molécule par l'aire qu'aura décrite 
son rayon vecteur sera, aux quantités près de l'ordre a 2 , la même que 
si la masse eût été entièrement solide. 11 suffit, pour le faire voir, de 
prouver que la valeur de d 2 A sera la même dans la supposition de la 
masse en partie fluide et dans celle de la masse entièrement solide; or, 
si l'on considère qu'après un temps quelconque la figure de la masse et 
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la manière dont elle se présente à l'action des forces étrangères ne peu- 
vent différer, dans ces deux hypothèses, que de quantités de Tordre a; 
si Ton observe d'ailleurs que ces forces ne sont elles-mêmes que de 
Tordre a, il est aisé d'en conclure que la différence des valeurs de d 2 A f 
dans ces mêmes hypothèses, ne peut être que de Tordre a 2 , et qu'ainsi, 
en négligeant les quantités de cet ordre, on peut supposer les valeurs 

correspondantes de -r- égales entre elles dans ces deux hypothèses. 

Imaginons présentement que la masse dont nous venons de parler 
soit la Terre elle-même, que nous regarderons d'abord comme un 
sphéroïde de révolution très-peu différent d'une sphère, et recouvert 
d'un fluide de peu de profondeur. L'action du Soleil et de la Lune exci- 
tera des oscillations dans le fluide et des mouvements dans le sphé- 
roïde; mais ces oscillations et ces mouvements doivent, par ce qui 
précède, être combinés de manière qu'après un temps quelconque la 

valeur de -r- soit la même que si la Terre eût été entièrement solide. 

Cherchons d'abord cette valeur, dans cette dernière supposition. 

Soit, à l'origine du mouvement, l'inclinaison de Téquateur à un 
plan fixe, que nous supposerons être celui de Técliptique à une époque 
donnée; ty l'angle que forme l'intersection de ce plan et de Téquateur 
avec une droite invariable menée sur le plan de cette écliptique par le 
centre de gravité de la Terre; soit, de plus, nt le mouvement de rota- 
tion de cette planète. Il est clair que tous les changements qui sur- 
viennent dans le mouvement du système, après le temps t, dépendent 
des variations de 0, ty et n. Supposons qu'après ce temps, se change 
en 0-f-aSO, <|* en <J/-ha?ty, et n en w-f-aS/i. On a vu précédemment 
que les seuls termes auxquels il soit nécessaire d'avoir égard sont ceux 
qui croissent proportionnellement au temps, et ceux qui, étant pério- 
diques, sont multipliés par des sinus et des cosinus d'angles croissant 
très -lentement, et divisés par les coefficients du temps t dans ces 
angles; on peut donc, en n'ayant égard qu'à ces termes, supposer 6, 
<\> et n constants, en différentiant la fonction A. 

Concevons maintenant que le plan fixe sur lequel on projette les 

Œuvres de L. — 11. 4^ 
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mouvements des molécules de la Terre passe par son centre de gravité, 
supposé immobile, et forme l'angle y avec l'écliptique fixe dont nous 
venons de parler, et que l'intersection de ces deux plans forme l'angle € 
avec la droite invariable d'où nous faisons commencer l'angle *J/; on 
aura, à l'origine, 

M étant fonction de 0, vj/, n 9 et des quantités y et S qui déterminent la 

position du plan de projection. Après un temps quelconque t, on aura 

dk 

-77- en changeant, dans M, 0, *J/ et n en 0-t-a&9, ^-f-aS^ et /i-f-afc; 

en désignant donc par aS-^- la variation de -r- après ce temps, on 
aura, en négligeant les quantités de l'ordre oc 2 , 

dt ad T cty dn 

Nommons C la somme des produits de chaque molécule de la Terre 
par le carré de sa distance à l'axe de rotation, et Y l'inclinaison du 
plan de projection sur l'équateur terrestre; il est aisé de voir que l'on 
aura M = £nC cosV; or on a 

cosV = cosycos0 -hsinysin0cos(6 -- ty); 
on aura ainsi 

i \\ a ^ 7FT ~ ï an ^ | d0[siny cos0 cos (6 — ^) — cosy sin 0] -+- dty siny sin sin (6 — ty) j 

-i-iaCi/i[cosycos0 + sînysin0cos(6 — vp)], 

expression dans laquelle on peut, sans erreur sensible, déterminer C 
comme si la Terre était une sphère. Cherchons présentement l'expres- 
sion de la même quantité dans le cas où la Terre est un sphéroïde 
recouvert d'un fluide de peu de profondeur. 

Soient W 9 5ty' et &#i' les variations de 8, ty et n relativement au sphé- 
roïde, en ne conservant dans ces variations que les termes ou propor- 
tionnels au temps, ou multipliés par des sinus ou des cosinus d'angles 



(?) 



PREMIÈRE PARTIE. - LIVRE V. 363 

croissant très-lentement, et divisés par les coefficients du temps dans 

ces angles. Il est clair, par ce qui précède, qu'il en résulte, dans la 

rfA 
valeur de -t-, une variation à très-peu près égale à 

{anC | à0'[siny cosô cos(6 — <J>) — cosy sin0] -+- dty' siny sin0 sin (6 — +) | 
-+- i«C in' [cosy cosô -+• siny sin cos(6 — ty )], 

le peu de profondeur du fluide permettant de regarder ici C comme 
représentant encore le produit de chaque molécule de la Terre par le 
carré de sa distance à Taxe de rotation. Pour avoir la variation entière 

de jr-i il faut ajouter à la variation précédente celle qui résulte du 
mouvement du fluide, et que nous désignerons par a $L; or on a vu 
que la variation entière de -j- est égale à celle que donne l'équa- 
tion (p), et qui aurait lieu si le fluide qui recouvre la Terre formait 
une masse solide avec elle; on aura donc, en égalant ces deux va- 
riations, 

o = anCj(*0'— 80) [siny cos0cos(6 — <J>)— cosy sin 0]-+-(^'— ^)sinysinôsin(6 — vp)| 
-+-*C(Sn'— à/»)[cosycos0-t-sinysin0cos(6 — ip)]-t-2«dL. 

Les seuls termes de l'expression de <x$L auxquels il faut avoir égard 
sont ceux qui sont proportionnels au temps, ou qui , renfermant les 
sinus ou cosinus d'angles croissant avec beaucoup de lenteur, sont 
divisés par les coefficients du temps dans ces angles. On peut, dans 
le calcul de ces termes, n'avoir point égard aux variations du mou- 
vement du sphéroïde terrestre, parce que l'influence de ces variations 
sur la valeur de aSL est, par rapport à ces variations elles-mêmes, 
du même ordre que le rapport de la masse du fluide à celle du sphé- 
roïde. On peut ensuite, dans le calcul des attractions du Soleil et de 
la Lune sur la mer, négliger la partie de ces attractions dont la résul- 
tante passe par le centre du sphéroïde, et qui tiendrait par conséquent 
la Terre en équilibre autour de ce centre, si la mer venait à se conso- 
lider; car il est clair qu'en vertu de cette force la variation de -r- se- 

46. 
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rait nulle dans cette hypothèse, et, par ce qui précède, l'état de fluidité 
de la mer ne peut influer sur cette variation. Cette partie des attrac- 
tions produit dans l'océan les oscillations de la première et de la troi- 
sième espèce, que nous avons considérées dans les n os 5, 6, 9 et 10 du 
Livre IV. Quant à l'autre partie des attractions lunaire et solaire, on 
a vu, dans les n os 7 et 8 du Livre IV, qu'elle produit les oscillations 
de la seconde espèce, dont dépend la différence des deux marées d'un 
même jour; or, sans être en état de déterminer ces oscillations pour 
toutes les hypothèses de profondeur et de densité de la mer, on a vu 
cependant, dans les numéros cités, que les expressions de ces oscilla- 
tions ne renferment ni termes proportionnels au temps, ni sinus ou 
cosinus d'angles croissant très- lentement, divisés par les coefficients 
du temps dans ces angles; en désignant donc par x\ y', z' les trois 
coordonnées rectangles qui déterminent la position d'une molécule 
fluide, que nous représenterons par dm, relativement au plan de pro- 

. A . , , , . . dx' dy' dz' P . 

jection, x 9 y 9 z\ ainsi que -t-» -4-» ^—» ne renfermeront aucun 
terme semblable, et cela est encore vrai de la différentielle x r ~s f—— 

dm — '^—gr > étendue à toute la masse fluide : 

cette intégrale représentant la partie de ->- qui est relative au fluide, 

il en résulte que sa variation a $L ne renferme aucun terme de la nature 
de ceux dont il s'agit; on peut donc effacer 2<x$L de l'équation (q), 
ce qui la réduit à celle-ci 

o — n[d9' — d0)[sinycos0cos(6 — +) — cosysinô] 
4-w(d<J/ — dty) siny sin0 sin(6 — ^) 
-+- (dn' — dn)[cosy cos0 4-siny sin0cos(6 — ^)]. 

Cette équation ayant lieu, quels que soient y et 6, on peut y supposer 
d'abord 6 = ty et y = G> ce qui donne o = S/i'— S/i; l'équation précé- 
dente devient ainsi 

o="(W — Ô0)[sinycos0cos(6 — <J>) — cosysin0] 
(4<}/— dty) siny sin0 sin(6 — i|>). * 
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Eu supposant y = o dans cette équation, on aura o = SO'— S9, et par 
conséquent aussi o — ty'— 2ty; on aura donc 

in' ~ in, 66' — M, âf — ty, 

d'où il suit que les variations du mouvement du sphéroïde terrestre 
recouvert d'un fluide sont les mêmes que si la mer formait une masse 
solide avec la Terre. 

Maintenant il est facile d'étendre la démonstration précédente au 
cas de la nature, dans lequel la figure de la Terre et la profondeur de 
la mer sont fort irrégulières, et les oscillations des eaux sont altérées 
par un grand nombre d'obstacles; car tout se réduit à faire voir que 
ot&L ne renferme alors ni terme proportionnel au temps, ni sinus ou 
cosinus d'angles croissant avec lenteur, divisés par le coefficient du 
temps dans ces angles; or, si l'on se rappelle ce que nous avons dit 
dans les n°* 14 et suivants du Livre IV, on voit que les expressions des 
coordonnées des molécules de l'océan ne renferment point de termes 
semblables; elles dépendent, a la vérité, des éléments de l'orbite de 
l'astre attirant, et ces éléments, croissant avec lenteur, introduisent 
dans les expressions de ces coordonnées des termes semblables, mais 
sans être divisés par de très-petits coefficients. Il est donc généralement 
vrai que, de quelque manière que les eaux de la mer réagissent sur la 
Terre, soit par leur attraction, ou par leur pression, ou par leur frotte- 
ment et les diverses résistances qu'elles éprouvent, elles communiquent 
à l'axe de la Terre un mouvement à très- peu près égal à celui qu'il 
recevrait de l'action du Soleil et de la Lune sur la mer, si elle venait à 
former une masse solide avec la Terre. 

Nous avons fait voir (n° 8) que le moyen mouvement de rotation de 
la Terre est uniforme, dans la supposition où cette planète est entière- 
ment solide, et l'on vient de voir que la fluidité de la mer et de l'at- 
mosphère ne doit point altérer ce résultat. Les mouvements que la 
chaleur du Soleil excite dans l'atmosphère, et d'où naissent les vents 
alises, semblent devoir diminuer la rotation de la Terre : ces vents 
soufflent entre les tropiques, d'occident en orient, et leur action con- 
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tinuelle sur la mer, sur les continents et les montagnes qu'ils ren- 
contrent parait devoir affaiblir insensiblement ce mouvement de rota- 
tion. Mais le principe de la conservation des aires nous montre que 
l'effet total de l'atmosphère sur ce mouvement doit être insensible; 
car, la chaleur solaire dilatant également l'air dans tous les sens, elle 
ne doit point altérer la somme des aires décrites par les rayons vec- 
teurs de chaque molécule de la Terre et de l'atmosphère, et multipliées 
respectivement par leurs molécules correspondantes, ce qui exige que 
le mouvement de rotation ne soit point diminué. Nous sommes donc 
assurés qu'en même temps que les vents alises diminuent ce mouve- 
ment, les autres mouvements de l'atmosphère qui ont lieu au delà des 
tropiques l'accélèrent de la même quantité. On peut appliquer le même 
raisonnement aux tremblements de terre, et en général à tout ce qui 
peut agiter la Terre dans son intérieur et à sa surface. Le déplacement 
de ses parties peut seul altérer ce mouvement; si, par exemple, un 
corps placé au pôle était transporté à l'équateur, la somme des aires 
devant toujours rester la même, le mouvement de rotation de la Terre 
en serait un peu diminué; mais, pour que cela fût sensible, il faudrait 
supposer de grands changements dans la constitution de la Terre. 

13. Comparons maintenant la théorie précédente aux observations, 
et voyons les conséquences qui en résultent sur la constitution 

du globe terrestre. Si, dans l'expression de 6 du n° 6, on réduit 

le 
1-p cos(//-h6) dans une série ordonnée par rapport aux puissances 

de ty on aura, en ne conservant que la première puissance, 

2 y cos(// -+- 6) = I j. cos6 - Ulcslne. 

Prenons pour plan fixe celui de l'écliptique au commencement de 175Ô, 
où nous fixerons l'origine du temps /. Le carré de l'inclinaison de 
l'écliptique vraie sur ce plan étant, par le n° 5, 

[Icsinift + 6)P -h [2ccos(//+ 6)]*, 
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on a 

2 c sin 6 = o, 2 c cosê = o, 

ce qui donne, en négligeant le carré de//, 

le le 

2 y cos (// -+- 6) = 2 -^ cos6. 

En retranchant ce terme de A, on aura l'inclinaison moyenne de l'é- 
quateur à l'écliptique au commencement de 1750; mais, h étant arbi- 
traire, on peut supposer qu'il exprime cette inclinaison moyenne, et 

alors il faut augmenter la valeur de h de 2-^ cosê dans les autres 

termes de l'expression de 9; mais, vu la petitesse de ces termes» on 
peut se dispenser de cette opération. On aura ainsi 



9 = h-\ 



7 ^r-ëï COS (/ /-4-6 M , .» C0S20H T XC0S2(>' ); 



la valeur de 8' du n° 7 deviendra 



0'=A-/2c/sin6+— Z -^ 

(i-hX)/' v ' 2m(n-X)\ m / 

Enfin, les valeurs de ty et de <}/ des n 08 6 et 7 deviennent, en compre- 
nant dans / tout ce qui multiplie /, 

+ =// : r- T (sin2vH T X sin 2e') -t- ; ^-^ cot2Asin(/' t-h 6'), 

T 2/n(n-À)\ m ) (1-+-X)/ KJ ' 

y-. It — tcolh2cfcosQ ; r-r ( sin 2 v h 7 X sin2v' ) 

T J 2/n(i-f-X) \ m! ) 

^^coU/isinf/'f + S'). 



(" + *)/ 



Le terme — *2ç/*sinê de l'expression de 6' exprime la diminution sé- 
culaire actuelle de l'obliquité de l'écliptique; les observations laissent 
encore de l'incertitude sur cet objet. En prenant un milieu entre leurs 
résultats, on peut fixer cette diminution à i54"»3 dans ce siècle; ainsi, 
T représentant une année julienne, nous supposerons 

T2c/sin6 = i*,543. 
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Cette équation donne, par la théorie des planètes, que nous expose- 
rons dans le Livre suivant, 

T 1 c/cos6 =■ o", a4794« 

Les observations donnent à très -peu près la précession annuelle des 
équinoxes dans ce siècle égale à j54'\63; partant, 

/T - o", 24794 . cot h = i54", 63. 

L'obliquité de l'écliptique en 1750 a été observée de 26°,079Ô; c'est 
la valeur de A, d'où l'on tire 

/T = i55*,2o. 

L'inclinaison moyenne de l'orbe lunaire à l'écliptique est de 5°, 7 188, 

ce qui donne 

c' =tang 5°, 7 188. 

/'T est le mouvement sidéral des nœuds de l'orbite lunaire pendant 
une année julienne, et les observations donnent 

fT = 215063*; 

l'année sidérale étant de 365*, 256384» on à 

-, 4°°°« 365*, 25 _ „ 

mT = 365i, 256384 = ^^o. 

Enfin, les observations donnent m = m'. 0,07480, et les observations 
des marées nous ont donné, dans le Livre IV, >> = 3; cela posé, les 
valeurs précédentes de 8, 6', <|» et <J/ deviendront 

-- 26 , 0796 -+- 3i",o36.cosA'-*-i* f 34i.cos2i> •+- o*,3oi.cos2i>', 

0' -.- 26°,o796 — 1. i ,r , 543 -h 31", oSô.cosA'-M*, 34i .cos2i> -4- o*,3oi .cos av', 

ty = i.i 55*, 20 — 57*, 998 . sin A' — 3", 088 . sin 2 v — o* ,693. sin 2 v' , 

ty' = i.i54*,63 — 57*, 998. sin A'— 3*, 088. sin 2e — o", 693. sin 2 v', 

i étant le nombre des années juliennes écoulées depuis le commence- 
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ment de 1750, et A' étant la longitude du nœud ascendant de l'orbite 
lunaire. 

Si Ton nomme u l'ascension droite d'une étoile, et s sa déclinaison, 
s étant négatif lorsque la déclinaison est australe; si l'on désigne en- 
suite par &8, W, ty, Jty' , &j et h des variations très-petites de 8, 8', <]/, 
ty' 9 u et s 9 on trouvera, par les formules différentielles de la Trigono- 
métrie sphérique, 

ds =&J;sin0COSt>-h dOs\ï)Vy 

iT 

dv = $tycos9 -+- $tys\n9\angss\nv — d9 rangs cosv r-r IcfcosÇ. 

On pourra, au moyen de ces formules, transporter les catalogues d'é- 
toiles d'une époque à une autre peu éloignée; mais, pour plus d'exac- 
titude, il faudra prendre pour 8, u et s les valeurs qui correspondent 
au milieu de l'intervalle de temps compris entre ces deux époques. Le 

iT2c/*cos6 
terme 4-r — est, par ce qui précède, égal à i.o" ,-62248 : ces va- 
leurs de h et de Su donnent 

M — fa(cosO-t-sinQtang * sinu) — (fo -f-i.o", 62248) sinOcosu 
~~~ cosflsinu -t-sindtang* 

. , djtangjcosu -+- [iv -+- i.o", 62248) sinu 

^ cos0sinu -h sinfltangj 

Les variations observées de l'ascension droite et de la déclinaison des 
étoiles feront ainsi connaître celles de 8 et de <|>. C'est de cette manière 
que Bradley a reconnu l'inégalité principale de 8, désignée par le nom 
de nutation, et qui dépend de la longitude du nœud de l'orbite lunaire. 
Ses observations lui ont donné 27", 778 pour le coefficient de cos A' dans 
l'expression de 8; Maskelyne, par une discussion plus exacte encore 
des mêmes observations, a trouvé ce coefficient égal à 29",32i, et nous 
l'avons trouvé, parla théorie, égal à 3i",o36; la petite différence est 
dans les limites des erreurs des observations, qui s'accordent autant 
qu'on doit le souhaiter avec la loi de la pesanteur universelle. On les 
ferait coïncider exactement en diminuant un peu la vateur de \ que 

Œuvres de L. — II. 47 
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nous avons supposée égale à 3; on pourrait même déterminer cette 
valeur par ces observations; mais, les phénomènes des marées me pa- 
raissant la donner avec plus d'exactitude, le coefficient dont nous ve- 
nons de parler doit très-peu différer de 3i",o36. 

Le mouvement rétrograde ty des équinoxes sur l'écliptique fixe est 
produit par le mouvement rétrograde du pôle terrestre sur un cercle 
parallèle à cette écliptique; ce second mouvement est égal à <|/sinA, 

ou à // sin h — - t r-r^ t~ sin A', en ne considérant, avec les astro- 

(i-hX)/' cosA 

nomes, que la plus grande des inégalités périodiques de <{/. L'inégalité 
- y-p cosA' de indique dans le pôle terrestre un mouvement dans 

le sens du cercle de latitude qui passe par ce pôle. Ces deux mouvements 
peuvent être représentés de cette manière. On conçoit le pôle de l'é- 
quateur mû sur la circonférence d'une petite ellipse tangente à la 
sphère céleste, et dont le centre, que l'on peut regarder comme le pôle 
moyen de l'équateur, décrit uniformément, chaque année, i55",2o 
du parallèle à l'écliptique fixe sur lequel il est situé. Le grand axe de 
cette ellipse, toujours tangent au cercle de latitude et dans le plan de 
ce grand cercle, sous-tend un angle de 62", i; le grand axe est au petit 
axe comme le cosinus de l'obliquité de l'écliptique est au cosinus du 
double de cette obliquité; ce petit axe sous-tend par conséquent un 
angle de 46", 2. La situation du vrai pôle de l'équateur sur cette ellipse 
se détermine ainsi. On imagine sur le plan de l'ellipse un petit cercle 
qui a le même centre, et dont le diamètre est égal à son grand axe; on 
conçoit encore un rayon de ce cercle, mû uniformément d'un mouve- 
ment rétrograde, de manière que ce rayon coïncide avec la moitié du 
grand axe la plus voisine de l'écliptique, toutes les. fois que le nœud 
moyen ascendant de l'orbe lunaire coïncide avec l'équinoxe du prin- 
temps; enfin de l'extrémité de ce rayon mobile on abaisse une perpen- 
diculaire sur le grand axe de l'ellipse; le point où cette perpendicu- 
laire coupe la circonférence de cette ellipse est le lieu du vrai pôle de 
l'équateur. 
Jusqu'ici les astronomes n'ont point eu égard aux inégalités dépen- 
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dantes de l'angle iv\ mais, vu la précision des observations modernes, 
ces inégalités ne doivent point être négligées. 

14. Reprenons la valeur de /, trouvée dans le n° 6, et, pour plus 
d'exactitude, conservons les carrés des excentricités et des inclinaisons 
des orbites ; on aura 



/T = 



4 " C Vli-*) 1 *(i-e'*) f / 



e étant l'excentricité de l'orbite solaire, é étant celle de l'orbite lu- 
naire, et y étant l'inclinaison de l'orbite lunaire à l'écliptique. Les 
observations donnent 

e = o,oi68i4, e' = o,o55o368; 

— est le rapport du jour sidéral à l'année sidérale, et ce rapport est 
égal à o, oo273o33 ; on aura ainsi 

/T— p (1 -+- X. 0,992010). 75i6",3o. 

On peut supposer sans erreur sensible, par le numéro précédent, 
/T = i55", 20; on aura donc, en faisant X = 3(i-hê), 

2C — A — B o, 00519323 

C ~~ 1 + 6.0,748493* 

On a à fort peu près, par le n° 2, 

2C — A — B _ 2«(A — ïy)fpa*da m 
C "" fpa*da ; 

il est remarquable que la valeur de h lr du même numéro n'entre point 
dans cette équation; d'où il suit que les mouvements de la Terre autour 
de son centre de gravité sont les mêmes que si elle était un ellipsoïde 
de révolution, dont <th serait l'ellipticité. {<i<f étant égal à -^ t la com- 
paraison des deux expressions précédentes de r ~ donnera 



. o,oo25q66i. fpa h da 

ah = 0,0017301 -f- t — —^ /q/ i\ r — tj-* 

' (n-6.o,748493)/pa , aa 



47. 



372 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

On doit supposer, conformément aux lois de l'Hydrostatique» que la 
densité des couches du sphéroïde terrestre diminue du centre à la sur- 
face, et dans ce cas fpa*da est plus petit que |/pa a rfa; en faisant 
donc 6 = o, conformément aux observations des marées, la valeur 
de euh sera moindre que o,oo3288r ou que ^. Si la Terre est ellip- 
tique, a A exprime son ellipticité; on ne peut donc pas supposer cette 
ellipticité plus grande que j^. Cette fraction et celle-ci —^ sont les 
limites de cette ellipticité, qui résultent des phénomènes de la préces- 
sion et de la nutation de Taxe terrestre. 

On a vu, dans le Livre III, que aA = f a<p, dans l'hypothèse de l'ho- 
mogénéité de la Terre, ce qui donne, en vertu de l'équation précédente, 
36 égal à fort peu près à — f , et par conséquent * = {. Cette valeur 
est trop éloignée de satisfaire aux phénomènes des marées pour pou- 
voir être admise. Dans ce cas, la nutation ne serait que \ de la précé- 
dente, et par conséquent 24", i, ce qui diffère trop des observations 
astronomiques pour être admis; ainsi ces observations et celles des 
marées concourent à faire rejeter l'hypothèse de la Terre homogène. 
Déjà les observations de la longueur du pendule à secondes nous ont 
conduits à ce résultat dans le Livre III; elles nous ont donné rrr au 
plus pour la valeur de a h. Cette fraction étant moindre que ~^, on voit 
que les observations de la longueur du pendule se concilient très-bien 
avec celles de la nutation et de la précession et avec les observations 
des marées. 

Pour mieux saisir l'ensemble des phénomènes qui tiennent à la figure 
de la Terre et leur accord avec le principe de la pesanteur universelle, 
rappelons les divers résultats auxquels nous sommes parvenus sur la 
nature des rayons terrestres. 

L'expression du rayon d'un sphéroïde quelconque très-peu différent 
d'une sphère peut être mise sous cette forme 

1 -+- «( YCO -+- Y< 2 > + Y<» 4- YW + ... .)- 

Si Ton fixe relativement à la Terre l'origine de ce rayon au centre de 
gravité de la planète, on a vu, dans le n° 31 du Livre III, que les con- 
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ditions de l'équilibre de la mer donnent Y (l) = o, ce qui réduit l'ex- 
pression du rayon terrestre à cette forme 

i + a(Y(î)+Y(»)+Y(*)+,.). 

L'état permanent de l'équilibre de la mer exige que l'axe de rotation 
de la Terre soit un de ses axes principaux, et pour cela il faut, par le 
n° 32 du Livre III, que Y (a) soit de cette forme 

— A(p 2 — |) + A 1T (i — y.*) C0S2CJ, 

à et h 1 * étant deux constantes arbitraires que l'observation seule peut 
déterminer, et qui dépendent de la constitution du globe terrestre. 
Ces résultats sont les seuls que fournit l'état permanent de l'équi- 
libre de la Terre; ils sont communs à tous les corps célestes que re- 
couvre un fluide en équilibre. Les observations sur la longueur du 
pendule à secondes ont donné de nouvelles lumières sur la nature du 
rayon terrestre : elles nous ont appris que la constante <th est à fort peu 
près égale à 0,002978, par le n° 42 du Livre III; que la constante h lv 
est insensible relativement à h; que la quantité Y (3) -h Y (4) 4- . . . est 
pareillement très-petite relativement à Y (2) ; qu'il en est de même de la 
première différence de cette quantité par rapport à celle de Y (2) , et 
qu'ainsi l'on peut, dans le calcul du rayon terrestre et de sa première 
différence, lui supposer, sans erreur sensible, cette forme 

Les mesures des degrés des méridiens font voir que cette supposition 
ne doit pas s'étendre jusqu'aux secondes différences du rayon terrestre, 
et que la fonction Y (8) -f-Y (4) ■+-... acquiert, par une seconde différen- 
tiation, une valeur sensible. 

Le phénomène de la précession des équinoxes et de la nutation de 
l'axe terrestre ne dépend, comme on l'a vu, que de Y (2) ; il ne déter- 
mine pas la valeur de <xA v mais il donne les limites entre lesquelles cette 
valeur est comprise : ces limites sont ^ et j—; la valeur précédente, 
qui résulte des observations sur la pesanteur, tombe dans ces limites; 
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elle indique, de plus, une diminution dans la densité des couches du 
sphéroïde terrestre, depuis le centre jusqu'à la surface, sans nous in- 
struire cependant de la véritable loi de cette diminution, dont l'exis- 
tence est prouvée d'ailleurs soit par la stabilité de l'équilibre des mers, 
soit par le peu d'action des montagnes sur le fil-à-plomb, soit enfin 
par les principes de l'Hydrostatique, qui exigent que, si la Terre a été 
primitivement fluide, les parties voisines du centre soient en même 
temps les plus denses. 

Ainsi chaque phénomène dépendant de la figure de la Terre nous 
éclaire sur la nature du rayon terrestre, et l'on voit qu'ils sont tous 
parfaitement d'accord entre eux. Ils ne suffisent pas, à la vérité, pour 
nous faire connaître la constitution intérieure de la Terre; mais ils 
indiquent l'hypothèse la plus vraisemblable, celle d'une densité dé- 
croissante du centre à la surface. La pesanteur universelle est donc la 
vraie cause de ces phénomènes, et, si elle ne s'y manifeste pas d'une 
manière aussi précise que dans les mouvements planétaires, cela vient 
de ce que les inégalités de la force attractive des planètes, qui tiennent 
aux petites irrégularités de leur surface ou de leur intérieur, dispa- 
raissent à de grandes distances, et ne laissent apercevoir que le simple 
phénomène de la tendance mutuelle de ces corps vers leurs centres de 
gravité. 

L'hypothèse de Bouguer, que nous avons examinée dans lç n° 33 du 
Livre III, donne aA = 0,0054717 ou ^f,, ce qui s'éloigne trop de la 
limite ~j pour être admissible; ainsi les phénomènes de la précession 
et de la nutation concourent avec les observations du pendule à faire 
rejeter cette hypothèse. 
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CHAPITRE II. 



DES MOUVEMENTS DE LA LUXE ACTOtR DE SON CENTRE DE GRAVITE. 



15. La Lune, en tournant autour de la Terre, nous présente tou- 
jours, à fort peu près, la même face, ce qui prouve que son moyen 
mouvement de rotation est exactement égal à son moyen mouvement 
de révolution, et que son axe de rotation est presque perpendiculaire 
au plan de l'écliptique. Les observations du mouvement des taches de 
la Lune conduisirent Dominique Cassini à ce résultat remarquable, 
savoir que l'équateur lunaire est incliné d'environ 278' au plan de 
l'écliptique, et que le nœud descendant de cet équateur coïncide con- 
stamment avec le nœud ascendant de l'orbite lunaire. Tobie Maver a 
confirmé, depuis, ce résultat par un grand nombre d'observations, 
qu'il a faites lui-même vers le milieu de ce siècle et qu'il a discutées 
avec tout le soin possible : seulement il a trouvé l'inclinaison de l'é- 
quateur lunaire à l'écliptique moindre que Cassini ne l'avait supposée, 
et de i65'; et, pour détruire le soupçon que cette inclinaison a pu 
diminuer depuis le temps de ce grand astronome, il assure avoir re- 
connu, par les observations de ce temps, qu'elle était la même alors 
qu'aujourd'hui, c'est-à-dire de i65'. Voyons maintenant ce qui doit 
résulter, à cet égard, de l'action de la Terre et du Soleil sur le sphé- 
roïde lunaire. 

16. Considérons d'abord l'action de la Terre, et reprenons pour cela 
les équations (G) du n° 4, qui s'appliquent évidemment à la Lune, en 
observant qu'alors L représente la Terre, r, son rayon vecteur mené 
du centre de la Lune, supposé immobile, et que X, Y, Z sont les trois 
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coordonnées de la Terre, rapportées à une écliptique fixe passant par 
le centre de la Lune. L'angle étant fort petit, nous négligerons son 
carré et son produit par Z; nous négligerons pareillement le produit 

~— rq, à cause de la petitesse des trois facteurs — ^ — » r et q : les 

équations (G) deviendront ainsi 

dp=~i ?^ A [(Y*-X»)sin2«p + aXYcos29], 
]. C-B . 3Lrf/C-Br [Y*0 +YZ)cos<p1 

. A — C . 3Lrf/A-Cr (XY0-t-XZ)cos<pl 
dr + -^ rPq dt=- r -TT- [ +(Y , e +YZ)sin? J' 

Si l'on nomme v le mouvement vrai en longitude de la Terre vue de la 
Lune, ce mouvement étant rapporté au nœud descendant de l'équateur 
lunaire, on aura, en négligeant le carré de l'inclinaison de l'orbite 
lunaire à l'écliptique, 

X = r, cosv, Y= r, sine; 

la première des équations (G') devient ainsi 

dp=-— i c — sin(2e-2<p). 

Pour intégrer cette équation, nous observerons que, si Ton désigne 
par m la vitesse moyenne angulaire de la Terre autour de la Lune, son 
moyen mouvement sera fmde, et l'on aura 

H sinll H- . . . exprimant les inégalités de p, ordonnées par rapport au 
moyen mouvement. Soit 

n=:<p — ty —fmdt; 

on aura 

2i> — 29 = — 2M + 2HsinH-4-. . ., 

et par conséquent, 

sin(2f — 29) = — sin2tt-t-2Hcos2UsinII + . . . . 
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Si Ton néglige le carré de 8, on a, par le n° 4, 

p - dt ' 
partant, 

dp d 2 u dm 

dt '~ dP " + df* 

la première des équations (G') prendra donc cette forme 

d*u dm 3L B-A . 3L B — A„ . „ 

d* + df = ~ 5F -TJ- sm2tt + F" -c- Hcos2*sinII 



• « i • 



Les observations nous ayant fait connaître que le moyen mouvement 
de rotation de la Lune est égal à son moyen mouvement de révolution 
autour de la Terre, l'angle u est toujours fort petit, en sorte que Ton 
peut supposer sinai* = iu> et cossk = i; on a d'ailleurs, à fort pfeu 

près, -j = m a ; on aura donc 

d*u . ,B— A dm „ ,B — A „ . „ 

_ + 3m»- c -„ = -^-+3m*— c _Hs.nH + 



• • • • 



La valeur de -rr dépend de l'équation séculaire de la Lune, et nous 

verrons dans la théorie de la Lune que, si m't est le moyen mouvement 
sidéral du Soleil, et e' l'excentricité de son orbite, on a 

dm_ 3 m'*e'de\ 
dt ~ mdt ' 

on aura donc à très-peu près, en intégrant l'équation précédente et en 
négligeant la quantité ^ — ^» 

Ci 



« = Qdn(m#0^+F) + — ^ 



— 3/n* 



m 3 
B — A HsinH 

*n\. 3/n ,B-A 



m 



c 

ORwrtt dt L. — II. Ifi 
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Q et F étant deux constantes arbitraires. Examinons les conséquences 
qui résultent de cette intégrale. 

df 
Nous observerons d'abord que le terme — jrzT ^ e cette î n tégrale 

m» _ _ 

est insensible, quoique divisé par la petite fraction —g — > vu l'exces- 
sive lenteur avec laquelle l'excentricité e' varie; on peut donc négliger 
ce terme. Tous les autres termes de l'expression de u varient d'une 
manière beaucoup plus rapide; mais cette expression reste toujours 
fort petite, si Q est un petit coefficient. Présentement, l'équation 

dp __ d*u dm 
dï~~Tt r "*" ~df 

donne 

Jpdt = u -\-fmdt; 

fpdt est, par le n° 8, le mouvement de rotation de la Lune autour de 
son troisième axe principal; on voit donc que les deux moyens mou- 
vements de rotation et de révolution de cet astre sont parfaitement 
égaux entre eux, et que l'action de la Terre sur le sphéroïde lunaire 
fait participer le premier de ces deux mouvements aux inégalités sécu- 
laires du second. Il n'est point nécessaire pour cette égalité parfaite 
qu'à l'origine les deux mouvements de rotation et de révolution aient 
été égaux, ce qui serait infiniment peu vraisemblable; il suffit qu'à 
cette origine, où nous supposons t = o, la vitesse/? de rotation de la 
Lune ait été comprise dans les limites 



m + mQ 1/ v r -4-... et m — roQi/ v r — -*—..., 

limites dont l'étendue est arbitraire, à cause de l'arbitraire Q. Cette 
étendue est, à la vérité, fort petite, à raison de la petitesse de Q et de 

t/ * J" — -; mais elle suffit pour faire disparaître l'invraisemblance 
qu'il y a à supposer qu'à l'origine les mouvements ont été tels que, 
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dans la suite, le moyen mouvement de rotation de la Lune a constam- 
ment égalé son mouvement moyen de révolution. 

La valeur de u exprime la libration réelle de la Lune en longitude, 
libration qui n'est que l'excès de son mouvement réel de rotation 
sur son moyen mouvement. Cette valeur renferme d'abord l'argument 

Qsin(/w/i/ * ~ — - -f-Fh dont l'étendue est arbitraire; mais, les 
observations ne l'ayant point fait reconnaître, il doit être peu considé- 
rable. Il en résulte que y-^—P — - est un nombre réel; car, s'il était 

imaginaire, l'argument précédent se changerait en exponentielles ou 
en arcs de cercle, qui, croissant indéfiniment avec le temps, pourraient 
augmenter indéfiniment la valeur de u, ce qui est contraire aux obser- 
vations. A la vérité, si, B — A étant négatif, Q était nul, il n'y aurait 
dans l'expression de u ni arcs de cercles, ni exponentielles; mais la 
plus légère cause pourrait les y introduire; ce serait le cas d'un état 
d'équilibre sans stabilité, ce qui ne peut être admis. B — A est donc 
une quantité positive, c'est-à-dire que le moment d'inertie A de la Lune 
est plus petit que le moment d'inertie B. Le premier de ces moments 
est relatif à l'axe principal de I'équateur, dirigé vers la Terre; car il 
se rapporte au premier axe principal qui forme l'angle 9 avec la ligne 
des équinoxes lunaires, tandis que le rayon mené du centre de la Lune 
à celui de la Terre forme l'angle v avec cette même ligne; or ç — v est 
toujours, par ce qui précède, un petit angle; ainsi le premier axe 
principal du sphéroïde lunaire est toujours à peu près dirigé vers la 
Terre. L'équateur lunaire étant allongé dans ce sens en vertu de l'at- 
traction terrestre, le moment d'inertie A doit être moindre que le mo- 
ment d'inertie B relatif au second axe principal situé dans l'équateur. 
La durée de la période de l'argument précédent est égale à un mois 

sidéral, divisé par le coefficient 4/ -*—£- — -; ce coefficient étant in- 
connu, il est impossible d'assigner cette durée. Nous verrons bientôt 
que, dans le cas où la Lune serait homogène, cette durée n'excéderait 
pas sept années, et que, dans le cas de la nature, la différence des 

48. 
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moments d'inertie de la Lune par rapport à ses trois axes principaux 
est probablement plus grande que dans le cas de l'homogénéité. Cette 

remarque nous montre combien le terme — p — r — > que nous avons 

négligé ci-dessus, est insensible. L 

Parmi les termes de l'expression de u, il n'y a de sensibles que celui 
qui dépend de l'équation du centre de la Lune, à raison de sa gran- 
deur, et les termes qui ont un très-petit diviseur et dans lesquels, par 

conséquent, t— est très-petit. HsinH-h... est la somme des termes 

périodiques du mouvement vrai de la Lune, et, en supposant que 
Hsinn exprime l'équation du centre, on a H = 70005*; n étant ici 

l'anomalie moyenne de la Lune, on a (-1-- J = m*. 0,98317; on aura 
donc, dans l'expression de u, le terme 

3 — p — • 70005". sinll 
0,98317 — 3— ^ — 

Si ce terme s'élevait à un nombre i de secondes, on aurait 

B — A 1 .0,32772 

C 4-4- 70005" 

Puisque l'observation n'a point fait reconnaître le terme dont il s'agit, 

le nombre i ne doit pas excéder ± 6000", et alors — yT— doit être 
au-dessous de 0,030721. 

Parmi les termes de l'expression de u qui ont de très-petits diviseurs, 
on ne voit que l'équation annuelle qui puisse produire un terme sen- 
sible dans l'expression de u; cette équation est égale à 2064". sinll, 

H étant ici l'anomalie moyenne du Soleil; on a, de plus, -^- = m. 0,0748, 

et par conséquent (-77-) = m*.o,oo5595; on aura donc, dans l'expres- 
sion de u f l'argument 

B — A 

3 — -, — • 2064^. sinll 

B — A* 

o f oo5595 — 3 — p — 

VI 
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d'où Ton tire 

d*s ds' , dp _ dr 

~dF ~~ P df~ S dt~TC 

d 2 s' ds dp dq 

En substituant ces valeurs de -£ et de — -rr dans les deux dernières 

dt dt 

des équations (G') f et observant que Ton peut supposer p = m dans 

les produits de p et de sa différentielle par les variables très-petites s f 

s' et par leurs différences, on aura 

d*s ds' C -A 3LA-C 



— m 



dt* dt 

Maintenant on a 



^ mq + ™ _g-^ [(XY0 ■+■ XZ) cos? h- ( Y*0 -4- YZ) sin<p] 



ds . ds' 



on a ensuite 

X~ r, cosv; Y = r, sinv; 

de plus, *> — 9 est toujours, par ce qui précède, un très-petit angle, de 
manière que Ton peut négliger son produit par les quantités et Z; 
les équations différentielles précédentes deviendront ainsi, en y substi- 
tuant m 2 au lieu de -•> 

d*s' A -+ B - C ds m B — C , 

dër^—- A m Tt~ ** % -jt*=*> 

d*s A-fB-C ds' . ,A-C , .A-CZ 

dï g — w îT" 4w nr ,::3m nr^ 

z 

- est la latitude de la Terre vue de la Lune, au-dessus du plan fixe, 

latitude qui est égale et de signe contraire à celle de la Lune vue de la 
Terre; on aura donc, par le n° 5, 

Z 



n 



= c' sin [mH- g' t -f- 6' ) 4- 2 c sin ( mt — gt — 6) , 
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ml étant la longitude moyenne de la Terre, vue de la Lune, relative- 
ment à un équinoxe fixe, et — g't — 6' étant ici, par rapport au même 

équinoxe, la longitude du nœud ascendant de l'orbite lunaire sur Té- 

< i 

cin 

cliptique mobile. La fonction le (^ + ^) dépend du déplacement 

de l'écliptique mobile, et le coefficient g est extrêmement petit relati- 
vement à m et à g'. Soient donc 

s = Q sin (mt -f- g't -h 6' ), 
s' = Q'cos{mt-hg't + &) 

les parties de s et de $' correspondantes au terme c'sin(m/ 4- g't -h €') 
de l'expression de -; on aura 



m(m ■+- g') (A -t-B-C) Q 
V ~ (in-hff' )* A h- iii*(B — C)' 



et, si l'on suppose 

E = m*(m -*- g"')» [(A -H B-C)»-4A(A-C) -B(B-C)] 
— (m-t- g')* AB- 4m«(À-C)(B-C), 

on aura 

Q= 3m2(A E ~ C) -[(m-i- g -)»A-i-mMB--C)]. 

Si l'on néglige le carré de £- et son produit par A — C, B — C et A — B, 

dans le numérateur et le dénominateur de cette expression de Q, on 

aura 

3m(A-C)c' 



Q = 



3m(A — C) -i- 7.kg 



i * 



on aura ensuite, en regardant g' comme très-petit, Q' = Q. 

Il suit de là que les valeurs de s et de s\ correspondantes à la valeur 

de -» sont, en observant que #est insensible relativement à 3m — ^-» 

3m(A — C)c' sin [mt -h g f /-h 6') v . , M 

3m(A — C) -t-aAg 1 v e ' 



38fc MÉCANIQUE CÉLESTE. 

Ces deux valeurs de s et de s' ne sont pas complètes; il faut encore 
leur ajouter celles qui auraient lieu dans le cas où Z serait nul; or il 
est aisé de voir que, si l'on nomme / et /' les deux valeurs positives 
de m -+- g' dans l'équation E = o, on aura à très-peu près 

j = Psin(// + I) + Fsin(r/-4-r), 

S'= PC0S(// + I) + 2P' t/g-Z-£ C0S i n + *')' 

/ = m — f m — - — 9 



l' — imi- 



^r-O(B-c) 



P, P\ I et F étant quatre constantes arbitraires. En réunissant ces va- 
leurs de s et de s' aux précédentes, on aura les valeurs complètes de 
ces variables. 

Afin que ces valeurs n'augmentent point indéfiniment, et pour que 
l'inclinaison de l'équateur lunaire à l'écliptique soit toujours à peu 
près constante, conformément aux observations, il est nécessaire que 
le produit (A — C) (B — C) soit positif; c'est, en effet, ce qui a lieu 
dans la nature; car le moment d'inertie C de la Lune, par rapport à son 
troisième axe principal, autour duquel elle tourne, est plus grand que 
les moments d'inertie A et B relatifs à ses deux autres axes principaux, 
puisque la Lune doit être plus aplatie dans le sens de ses pôles de rota- 
tion que dans tout autre sens. 

Pour rapporter les variables s et s' à l'écliptique mobile, nommons 8, 
l'inclinaison de l'équateur lunaire sur cette écliptique, et <p, la distance 
angulaire du premier axe principal au nœud descendant de l'équateur 
lunaire relativement à la même écliptique ; il est facile de voir que 
l'on aura 

0, sincp, — 2c sin(m/~ gt — 6) = 6 sinç, 
0,cos<p, — 2ccos(m* —gt — 6) = 0cos<p; 
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en faisant donc s t = 8, sin<p,, s t = 6, cos<p,, on aura 

5, = Psin(// + I)-P'sin(/'/+I')-^^^ S i^l^±i'i, 

v v ' 3/n(A — C)-t-2Ag" 



On voit ainsi que le mouvement de l'équateur lunaire sur l'écliptique 
vraie ou mobile est indépendant du mouvement de cette écliptique, en 
sorte que l'inclinaison moyenne de cet équateur sur l'écliptique vraie 
reste toujours la même, malgré le déplacement de cette écliptique, 
l'attraction de la Terre sur le sphéroïde lunaire ramenant sans cesse 
l'équateur de ce sphéroïde au même degré d'inclinaison. 
Les deux valeurs de * et de / donnent 



tang<j>, 



3m(A--C)c'sin(m*-*-gr'/-h6') 
-[3m(A-C)-f-2A ff '][Psin(// + I)-+-P , sin(/'/H-r)] 



/ 3ro(A — C)c'cos(m/-r-g-'/-h6') 

J-[3m(A-C) + 2A ff / ]rPcos(// + I)4-2P'i/^^cos(/'/ + I')l 

Supposons d'abord P et P' nuls; on aura 

tang<p, = tang(m/ -h #'/ + €'), . 
ce qui donne l'une ou l'autre de ces deux valeurs de <p,, 

w étant la demi-circonférence ou égal à deux angles droits. Pour dé- 
terminer laquelle de ces deux valeurs a lieu dans la nature, nous ob- 
serverons que — g't — & est la longitude du nœud ascendant de l'or- 
bite lunaire sur l'écliptique vraie, et les observations nous apprennent 
que cette longitude est la même que celle du nœud descendant de cet 
équateur sur cette écliptique; or le mouvement de rotation de la Lune 
étant égal a son moyen mouvement de révolution, et son premier axe 
principal étant toujours à peu près dirigé vers la Terre, on a <p,, plus 
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la longitude du nœud descendant de l'équateur lunaire, égal à ml; on 

a donc 

9, ----m/ -t- g-'/ + 6'. 

Ainsi la première des deux valeurs de 9, doit seule être admise; l'équa- 
tion s t -z 6, sin<p, donnera, par conséquent, 

__ 3m(C - A)c' 
'~~ 2Ag'-3m[C- A)' 

d'où l'on tire 

C-A 2g-' 0, 



A 3/h(c'h-0,) 

Mayer a trouvé, par ses observations, 8, = i65'; on a de plus 

c' — iang5°, 7188, et g' = m. 0,004019; 

partant, 

C-A 

— £— =0,000599. 

Les résultats précédents n'ont lieu que dans le cas où les arbitraires P 
et P' sont nulles; examinons le cas dans lequel ces constantes, sans 
être nulles, sont très-petites. On a généralement 

/ . ,, .m tango, — tangf/n/ -h g-'*-*- 6') 

tang 9. — mt — g t — 6 ~ — - — s_ -L - 

bVY/ 5 ; i-t-tang9,tang(m/4-£'/4-6')' 

en substituant dans le second membre de cette équation, au lieu de 
tang 9,, sa valeur complète, et faisant, pour abréger, 

_ -3m(C- \)c' 
y ~ aAg-'~3m(C- A)' 

on aura 

P sin ( mt -h g't -r & — /* — I ) 

^P'^~^-\-^sm(mt^g't^&^l't-l') 

^ p/ (Vr^""0 sin(m/+fir,/ " h6 '^ /;/ " 4 : r) 

tang(9 ; mt — g't- 6') — ' 



Q — P cos(m/ -r g-' / 4- 6' — It — I) 

~ p/ (v / i^ 4 "O cos(m ^ fir, ^ 6 ~ r/ ~ r) 



K\/^e-0 



- )cos(m/-f-g''/4-6 / -i-/7-i-r) 
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L'angle 9, — mt — g't — 6' n'atteindra jamais un angle droit, en plus 
ou en moins, si le dénominateur de cette fraction est constamment du 
même signe que Q et ne devient jamais nul; car il est visible que, la 
tangente de l'angle droit étant infinie, ce dénominateur serait nul au 
passage de l'angle 9, — m/ — g't-— 6' par l'angle droit. Réciproque- 
ment, on voit que si ce dénominateur changeait de signe, il passerait 
par zéro, ce qui rendrait infinie la tangente de l'angle dont il s'agit, 
qui deviendrait alors un angle droit; ainsi, les observations faisant voir 
que cela n'a jamais lieu, il en résulte que le dénominateur précédent 
est constamment du même signe que Q, et qu'ainsi Q est plus grand 

que P -f- 2P' y jrsr* ^ e P' us » '' an gte ( f t — ml ~g' t ~ % étant tou- 
jours très-petit, suivant les observations, il en résulte que les quan- 
tités P et P' sont très- petites par rapport à Q; or l'inclinaison de 
l'équateur lunaire à l'écliptique vraie est égale à x/^-h^ 2 ; cette 
inclinaison est donc à très-peu près constante et égale à Q ; ainsi le 
phénomène de la coïncidence des nœuds de l'équateur et de l'orbite 
lunaire, et celui de la constance de leur inclinaison mutuelle sont liés 
l'un à l'autre par la théorie de la pesanteur, et les observations qui les 
donnent simultanément confirment admirablement cette théorie. 

Nous avons observé, dans le n° 4, que, relativement à la Terre, les 
constantes arbitraires dépendantes de l'état initial de son mouvement 
de rotation sont nulles, ou du moins insensibles par les observations 
les plus précises. On voit, par ce qui précède et par le n° 15, que le 
même résultat a lieu pour la Lune, et il est naturel de penser qu'il 
s'étend à tous les corps célestes. On conçoit, en effet, que, sans lies 

• 

attractions étrangères, toutes les parties de chacun de ces corps, en 
vertu des frottements et des résistances qu'elles opposent à leurs mou- 
vements réciproques, auraient pris à la longue un état constant d'équi- 
libre, qui ne peut subsister qu'avec un mouvement uniforme de rota- 
tion autour d'un axe invariable; les observations ne doivent donc plus 
offrir que les résultats dus aux attractions étrangères. 

18. Voyons ce qui résulte des recherches précédentes, relativement 

49- 
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à la figure de la Lune. A et B sont plus petits que C; on a vu, dans le 

B — À 

n° 16, que B est plus grand que A, et que — ~ — est compris entre les 

limites zéro et 0,0013876; enfin nous avons trouvé, dans le numéro 

précédent, que — -r — est à fort peu près égal à 0,000599 : tels sont 

les résultats des observations relativement aux trois moments d'inertie 
A, B, C. Comparons-les à ceux de la théorie de la figure du sphéroïde 
lunaire. 

En substituant pour A, B, C leurs valeurs données dans le n° 2, on 
aura 

B — A _ i5 a fffpd [a* Y(V) dtxdn (1 - ix*)cos2i3 
C ~ tinfpd.a* ' 

C-_A i 5<xfff pd(a *YW)dfjLduj[ (i -ij.*)c os*w — ^] § 
À *~ 87r/prf.a 5 

L'attraction de la Terre sur la Lune influe sur la figure de ce satellite 
et l'allonge dans le sens de l'axe dirigé vers cette planète. En suppo- 
sant la Lune recouverte d'un fluide en équilibre, et en observant que 
la Terre peut être supposée dans le plan de son équateur, en prenant 
enfin pour le premier méridien lunaire où l'on fixe l'origine de l'angle u 
celui qui passe par le premier et le troisième axe principal, et prenant 
pour unité le premier demi-axe, on trouvera, par le n° 29 du Livre III, 

*%L f 9 d[a*Y<V)^ï*T:Y(»fpd.a'+£ (pt_J) - ^ [(i-piJcosW»-*]; 



a * ' 2r 



g est la force centrifuge d'un point de l'équateur lunaire; cette force, 
à la distance r, du centre de la Lune, est égale à gr> et, puisque le 
mouvement de rotation de la Lune est égal à son moyen mouvement 

de révolution, on aura, à très-peu près, gr t ~ -j- Nommons V le rap- 

port de la masse L de la Terre à celle de la Lune; nous aurons 
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on aura, cela posé, en observant que, par le n° 32, Y (,) est de la 
forme — à((a* — j) + A ,T (i— pi a )cos2cr, 

(«) { 

+ | lah" — 7— j\ (i— /x a )cos2o>/prf.a»; 

on aura donc 



B-A _«./*„ 3X'\ /prf. a » 
— C "-» \" n WJfpd.a* 



C-A._ s 



A 



i 



/ a a„ »V\ /prf.o» 



Dans le cas de la Lune homogène, l'équation (i) donne 
en comparant cette expression à celle-ci 

aY< 2 > -- aA(i — ja 2 ) -+- aA" (i — ja 2 ) C0S2©, 

on aura 



25X' . i5X' 

br* 8r; 



«A = T.' 7,"» aA ,T = -rr-j- = £aA, 



On peut observer ici que <xA 4- aA 1 * exprime l'excès du premier demi- 
axe principal, dirigé vers la Terre, sur le demi-axe du pôle, et que 
xA — aA 1 * exprime l'excès du second demi-axe principal sur le demi- 
axe du pôle; dans le cas de l'homogénéité ces excès sont -g^- et ^r> 
le premier est donc quadruple du second. On a, dans ce même cas, 



B -A _ i5V C -A _ 5 X' 
C ~ 4r, 3 * 'À "' r, 



3 > 



— est le demi-diamètre apparent de la Lune, dont nous avons pris le 
demi-diamètre réel pour unité, et, suivant les observations, ce demi 7 
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diamètre est égal à 2912"; ainsi l'on peut supposer — = sinagia", ce 
qui donne 

B — A C A 

— ~ — — o , 000000 36 1 8 . ï! , — — - - o , 0000004824 • ^' » 
L A 

les conditions de À et de B moindres que C, et de B plus grand que A 
se trouvent alors remplies. Nous avons vu, dans le Livre IV, que les 
phénomènes des marées donnent à peu près V = 59, et alors la con- 

R — A 

dition de -^ — plus petit que 0,0013876 est encore remplie; mais la 

C - - A 

condition de — r— égal à peu près à 0,000599 est bien loin de l'être, 

et en supposant même V = 1000, elle ne le serait pas; d'où il suit que 
la Lune n'est pas homogène, ou qu'elle est éloignée d'avoir la figure 
qu'elle prendrait si elle était fluide. 

Dans le cas où la Lune, formée de couches de densités variables, 
aurait été primitivement fluide et aurait conservé la figure d'équilibre 
qu'elle a dû prendre alors, il résulte du n° 30 du Livre III que le rayon 
du sphéroïde lunaire est, comme dans le cas de l'homogénéité, de la 
forme 

I -raÀ(j— |Ul a ) -t-|«/i(l — |Ul 2 )C0S2CJ, 

et alors, comme dans le cas de l'homogénéité, l'excès du demi-axe 
principal dirigé vers la Terre sur le demi-axe du pôle est quadruple 
de l'excès du second demi-axe principal sur le demi-axe du pôle. L'é- 
quation (1) donne 

5 fpd.a* 4 r / 3 

On a vu, dans le numéro cité du Livre III, que les valeurs de h vont 
en augmentant du centre à la surface, tandis que les densités vont 
en diminuant, en sorte que l'on peut supposer, à la surface, 

fpd[a*h) = (i-q)hfpd.a* 9 
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q étant positif; on aura ainsi 



ah = 



5 V 
4r« 



1 * {I q) JyéûT* 

Présentement on a h" = \h; on aura donc 



fpd.a* — i[i — q)fpd.a* 



A fpd.a* — |(i — q)fpd.a* 

Il est facile de voir que le cas de l'homogénéité est celui dans lequel la 

valeur de - —-- est la plus grande , puisque , les densités diminuant 

du centre à la surface, fpd.a* est plus grand que fpd.a*; or nous 

venons de voir que, la Lune étant, homogène, la valeur de "7 est 

considérablement moindre que suivant les observations; la Lune n'a 
donc point la figure d'équilibre qu'elle aurait prise si elle avait été 
primitivement fluide. * 

On peut imaginer une infinité d'hypothèses dans lesquelles les mo- 
ments d'inertie À, B, C satisfont aux conditions précédentes : sans 
doute les hautes montagnes et les autres inégalités que l'on observe à 
la surface de la Lune ont sur les différences de ces moments d'inertie 
une influence très-sensible, et d'autant plus grande que l'aplatissement 
du sphéroïde lunaire est fort petit et sa masse peu considérable. 

19. Il reste à considérer l'influence de l'action du Soleil sur les 
mouvements de l'équateur lunaire; mais, sans entrer dans la discus- 
sion de cette action, il est facile de se convaincre qu'elle est insensible. 
Car, S exprimant la masse du Soleil et r" sa distance moyenne à la 

Lune ou à la Terre , cette action est de l'ordre -^ ; elle est donc, par 
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S L 

rapport à l'action de la Terre sur la Lune, dans le rapport de ~ à -, : 

or la théorie des forces centrales donne ce rapport égal au carré du 
temps de la révolution sidérale de la Lune, divisé par le carré du temps 
de la révolution sidérale de la Terre, c'est-à-dire égal à ^ environ; on 
voit donc que l'action du Soleil sur le sphéroïde lunaire peut être né- 
gligée par rapport à Faction de la Terre sur le même sphéroïde. 
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CHAPITRE III. 



DES MOUVEMENTS DES ANNEAUX DE SATURNE AUTOUR DE LEURS CENTRES DR GfUVf'ff, 



20. En traitant de la figure des anneaux de Saturne, on a vu que 
chaque anneau est un solide dont le centre de figure coïncide à peu 
près avec celui de Saturne, mais dont le centre de gravité peut et doit 
se trouver dans un point différent. Ce centre tourne autour de la pla- 
nète dans le même temps que l'anneau, et il est aisé de voir que l'an- 
neau tourne autour de son centre de gravité dans le même temps 
qu'autour de Saturne. L'action du Soleil et des satellites sur ces an- 
neaux doit produire dans leurs plans des mouvements de précession, 
analogues à ceux de l'équateur de la Terre, et, cette action étant diffé- 
rente pour chacun des anneaux, il semble que ces mouvements doivent 
être différents, et qu'ainsi les anneaux doivent, à la longue, cesser 
d'être à peu près dans un même plan, ce qui paraît contraire aux 
observations; car, quoiqu'il ne se soit pas encore écoulé deux siècles 
depuis leur découverte, cependant, s'ils n'étaient pas assujettis à se 
mouvoir dans un même plan, il faudrait supposer qu'ils ont été décou- 
verts précisément à l'époque où leurs plans coïncidaient, ce qui est 
bien peu vraisemblable; il existe donc très-probablement une cause 
qui les retient dans un même plan fixe ou variable. Mais quelle est 
cette cause? Sa recherche est l'objet de l'analyse suivante. 

21. Nous pouvons encore ici faire usage des équations (D') du n° 1. 
Déterminons les valeurs de rfN, rfN' et rfN", relatives soit à l'action 
de Saturne sur un anneau, soit à l'action d'un astre éloigné L. Con- 
sidérons d'abord l'action de Saturne, et nommons Y la somme de 
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toutes les molécules de Saturne divisées par leurs distances respectives 
à une molécule quelconque dm de l'anneau; soient r' le rayon qui 
joint cette molécule au centre de Saturne, et p. le cosinus de l'angle 
que ce rayon forme avec l'axe de rotation de Saturne. Représentons 
par 

le rayon du sphéroïde de Saturne, et par aç' le rapport de la force cen- 
trifuge à la pesanteur à son équateur; la masse de Saturne étant prise 
pour unité, on aura, par le n° 35 du Livre III, 









Cette valeur de V se réduit à peu près à ses deux premiers termes, si r' 
est un peu grand relativement au rayon du sphéroïde de Saturne, pris 
ici pour unité de distance. D'ailleurs, si cette planète est un sphéroïde 
de révolution, comme il est naturel de le supposer, on a Y (s) = o, 
Y (4) = o, . . . , ce qui rend exacte la réduction de V à ses deux pre- 
miers termes; on peut donc supposer 



v- -L -•- « YW -+-W(f* , -*) l 
— # ■ # • 



La fonction Y (2) se réduit, comme on l'a vu dans le n° 2, à cette forme 

Y<*> = A(£ - j* a ) -\- A" (i — f*») C0S2©. 

Si Saturne est un solide de révolution, A" est nul; mais, dans le cas 
même où cette quantité serait comparable à A, il est facile de s'assurer 
que son influence sur les mouvements de l'anneau est insensible, à 
cause de la rapidité du mouvement de rotation de Saturne. Nous sup- 
poserons donc h™ = o, et par conséquent 

v_ 1 _ M -W)(f a - *) 

r r • 

<xA étant évidemment l'aplatissement de Saturne. 

Maintenant, x\ y' f %' étant les coordonnées de la molécule dm rela- 
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tivement au centre de gravité de l'anneau, on a, par le n° 3, 

</N 



dt 

dfi' 



iN' r, ( , d\ , d\\ 
dT=J dm [*W -*<*)' 

-dï--J dm [rw- z df)' 

Pour déterminer V, nous ferons abstraction de la largeur de l'anneau, 
que nous considérerons ainsi comme une ligne circulaire d'inégale 
densité dans les diverses parties de sa circonférence, et dont le centre 
est à très-peu près celui de Saturne. En désignant par X, Y, Z les 
coordonnées du centre de gravité de l'anneau, rapportées au centre 
de Saturne, X + a?', Y -h y', Z-hz' seront les coordonnées de la mole- 
cule dm, rapportées au même centre. Si l'on prend pour le plan des x' 
et des y' celui de l'équateur de Saturne, que nous supposerons d'abord 
invariable, on aura 

r' = ^X+7)>"+ (Y-+- r') a ■+■ (Z -h z')* , fi = Jl±JL . 

r 

Nommons œ t , y f , z t les coordonnées du centre de la circonférence de 
l'anneau, rapportées au centre de Saturne; ces coordonnées étant sup- 
posées assez petites pour que l'on puisse négliger leurs carrés et leurs 
produits par a, on aura 

^-^ , *,(xw)^ r ,(Y-t- r 'K*,(Z4-*') • 

r r ^ _j_ . 9 



r, 



r\ étant le rayon de la circonférence de l'anneau; si l'on observe 
ensuite que l'on a, par la nature du centre de gravité de l'anneau, 
fx'dm = o, fy'dm = o, fz'dm — o, on aura 



rfN 

dT = °- 



^=-^àïlf^dm t 

w = _ ,_^-w) Jr , zldm 

5o, 
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Concevons que l'inclinaison du plan de l'anneau sur le plan de l'é- 
quateur soit très-petite, en sorte que Ton puisse négliger son carré, ce 
qui revient à supposer sin8 = 8, cosO =i; prenons ensuite pour Taxe 
des a/ l'intersection même du plan de l'anneau avec celui de l'équa- 
teur de Saturne; cela posé, les valeurs de a/ 9 y\ z' du n° 26 du 
Livre I deviendront 

x'= x"cos<p — -/"sinç, 

y'z=: .r'sinç -f-7"cos<p-*-z* r 0, 

z' — z'—y'Q, cosç — x"Q sin<p, 

d'où l'on tirera, par le même numéro, 
</N 



=:0, 



dt 

dW 

dt "" r\ 

rfN; 

dt 



= g(A "* T>) (B-A)8sina y> 



Considérons présentement les valeurs de -g-» -jr et -j—> relatives à 

l'action d'un astre quelconque L, éloigné de l'anneau. En nommant 
X", Y", Z" les trois coordonnées de cet astre, rapportées au centre de 
gravité de l'anneau et parallèles à ses trois axes principaux, et r" sa 
distance à ce point, on aura, par le n° 3, en rapportant les valeurs de 
rfN, rfN' et dW aux mêmes coordonnées, 

^ = ]£(B-À)X*Y*, 

^ = ;»(C-A)X*r f 

^ = ^(C-B)Y''Z''. 

Nous pouvons supposer sans erreur sensible, dans ces expressions, que 
l'origine des coordonnées X", Y", Z" est au centre même de Saturne , 
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ainsi que l'origine de r". Nommons X', Y', 71 les coordonnées de 
l'astre L, rapportées au plan de l'équateur de Saturne, l'axe des X' 
étant la ligne d'intersection du plan de l'équateur et de celui de l'an- 
neau; on aura, entre X', Y', Z', X", Y", Z", les mêmes relations que les 
précédentes entre x\ y', z\ a/' 9 y'\ z", d'où l'on tire 

X"= X'cos9 -+- Y' sin 9 - ÔZ'sincp, 
Y"= Y'cos9 -X'sincp - 0Z' cos<p, 

Z"=Z'-*-0Y\ 

m 

et par conséquent, 

X"Y"= T1ZL*Î1 S i n2( p 4-X'Y'cos2< P - 0Z'(Y'sin 2 <p + X'cos2<p), 

X"Z" = Z' Y sin9 -t- Z'X'cos9 -t- 0[(Y'« - Z'«) shi9 + X' Y'cos?], 
Y"Z'' = Z' Y'cosç - Z'X'sinç -h 0[(Y' a -Z' a ) COS9 - X'Y'sin?]. 

Nommons p l'angle que le rayon r" forme avec la ligne d'intersection 
de l'orbite de L et de l'équateur de Saturne ; soient ty l'angle que l'in- 
tersection du plan de l'anneau et de l'équateur forme avec cette inter- 
section, et 6' l'inclinaison de l'orbite de L sur le plan de l'équateur de 
Saturne; on aura 

X'=r ir cosvcos^ — r*sini>cos0'sin^, 
Y' = r" sin v cos 0' cos ^ + r* cos v sin ty, 
Z' = r"sini>sin0\ 

ce qui donne, en négligeant les termes dépendants des sinus et cosinus 
de l'angle v et de ses multiples, et ceux qui dépendent de l'angle 29, 
tous ces termes restant insensibles par les intégrations, 

X"Y"=o, 

X"Z"=— sin 0' cos 0' sin (9-^)+— (cos a 0'-^sin a 0') sin9~ Ç0sin a 0'sin(9-2v|;), 

2 -o CL 

Y"Z*=— sinfl'cos0'cos(ç — 4*)+ — (cos a 0'-£sin'0')cos9- Ç0sin a 0'cos(9-2v|;). 

2 Ja <JL 
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On aura donc, par l'action de l'astre L, 



rfN 

-,— — . o, 
dt ' 



rfN' _ ^ rsin^cosô'sin(9--^)-^(cos^'--^sin a e / )Ôsin<p"| 

d ^" _. 3L ( C ^[stoG'cosfl'cos^ — ^)-Mcos a 0' -£sin 2 0')0cos9"| 

On doit observer ici que ces valeurs de --?-- et de -t- se rapportent 

au plan même de l'anneau £t à ses axes principaux» au lieu que les 
valeurs précédentes, relatives à l'action de Saturne, se rapportent au 
plan de l'équateur de Saturne; il faut donc, en substituant dans les 
équations (D') du n° 1 les expressions précédentes relatives à l'action 
de Saturne, supposer dans ces équations sinO — ô et cosô = i, à cause 
de la petitesse de ô, dont nous négligeons le carré; mais, en substi- 
tuant dans les mêmes équations les valeurs précédentes de -t— et -y- 

relatives à l'action de l'astre L, il faut supposer auparavant dans ces 
équations sinô=:o, cosô— i, sinç — o, cosç — i; on aura donc, en 
réunissant toutes ces valeurs, 

dp B— A 

dq C -B 2«(A-4o') C--B. 

+ 2 7^ C -^"(cos^'-^sin^')0cos9 



3L C-B 

2? 



H - _?il ^—[sine'cos0'cos(9-+)-iesin^'cos(9 -2+)], 



dr A--C laih-W) A-C. . 

+ - jr pq= -V^ "B" * sm ? 



h- ~ ^(cos^'-isin^')ôsin9 

A^^^[ s ine'cose'sin(9--^)-^sin»^sin(9--2v|;)]; 
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r et q étant supposés très -petits, nous pouvons négliger le produit 
- "— rq, ce qui donne -¥- = o, ou p constant. Nous ferons ensuite, 
comme dans le n° 17, 

SH19 = *, coscp = s' f 

ce qui donne par le numéro cité 

ds , ds' 

r = Tt -ps f q =-^-ps. 

En substituant ces valeurs dans les équations différentielles précé- 
dentes en q et r, elles deviennent 

d*s C-B-A ds 9 C-A 

iïï + — T~P-dï + -jr tU 

= ~\ ^~^ I>in0'cos0' sin(9 - +) - J0sin*0' sin(9 - a 41)], 



r2 



dV C-B-A df C-B 
__ _ ^ + __,., 

3L B-C 



2r 



//3 



[sin0'cos0'cos(<p — ij/) — i0sin 2 0'cos(<p — 2+)], 



& a étant égal à 



2f 



Les équations précédentes se simplifient en observant que, dans le cas 
présent, on a, par le n° 26 du Livre I, Ah- B = C, ce qui réduit ces 
équations aux suivantes, en négligeant dans leurs seconds membres 
les termes multipliés par 6, 

-JL -h 6»« = - ^j sin0'cos0' sin(<p - <|>), 

^L -+- «•/= - A^ sin0'cos0'cos(9 - +). 

Si l'on considère l'orbite de L comme invariable, on aura, par le n° 4, 

d<f — rf<J» =pdt, 
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et par conséquent, 

? — + — Pt + h 

I étant une arbitraire; les équations différentielles en s et s' donneront 
ainsi, en les intégrant, 

— „- sinô'cosfl' 

*=Msin(e/-hE) — -— p -— - - sin(<p-vp), 

6 P 

— — sin 0' cos 0' 

s'=^ M'cos(e/ 4- E') - 2r 2 _ a cos(? - <Ji), 

e p 

M, E, M\ E' étant quatre arbitraires. L'inclinaison du plan de l'anneau 

à celui de l'équateur de Saturne est égale à ^s 2 -h s'*; il faut donc, 
pour que cette inclinaison reste toujours très-petite, que M et M' soient 

— /7 ^ sin 0' cos 0' 
très-petits et que le coefficient rzz~~à 80 *' P eu considérable; 

or cela n'aurait pas lieu si Saturne était parfaitement sphérique, car 
alors on aurait 

* 2 -/> 2 =^(™s>0'->in>0'), 

et le coefficient précédent deviendrait — ^ — £ . 2fl/ -, il serait par con- 
séquent très-sensible. 

Si Saturne est aplati en vertu d'un mouvement de rotation, ce coef- 
ficient devient 

3L sin 0' cos 0' 



2r" 8 



2 -^P^ + ^(cos^'-isin^')' 

supposons que L soit le Soleil, et que r, soit la distance du centre de 
Saturne à son dernier satellite; nommons T la durée d'une révolution 
sidérale de Saturne, et T' celle d'une révolution sidérale de son dernier 
satellite; la masse de Saturne étant prise pour unité, on a, par le n° 25 
du Livre II, 

11- ±/T\ 2 

r // 8 — rf\T)' 
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ce qui change le coefficient précédent dans celui-ci 

3»'5 /i"\a 



r . ( T \ ■ a, 



COS0' 



Les observations donnent, le demi-diamètre de Saturne étant pris pour 

unité, 

T =10759^08, 

r= 7^3^96, 

r,= 59,154, 

6' = 33°, 

Nous supposerons ensuite r\ = 2, ce qui diffère peu de la vérité; on 
aura ainsi le coefficient dont il s'agit, réduit en secondes, égal à 

o", 00 17 27 



a [h — £<p') -4- 0,0000000039824 



On voit que ce coefficient, qui serait très-considérable si a (A — £ç') 
était nul, devient très-petit et insensible lorsque cette quantité a une 
valeur sensible. Alors l'action de Saturne retient l'anneau toujours à 
peu près dans le plan de son équateur; ainsi les divers anneaux de 
Saturne sont par là maintenus dans un même plan. Telle est donc la 
cause de ce phénomène, qui m'avait fait reconnaître le mouvement de 
rotation de Saturne avant que l'observation de ses taches l'eût fait 
apercevoir. 

22. Il est facile de voir, par l'analyse précédente, que l'action du 
cinquième satellite de Saturne ne doit point sensiblement écarter d'un 
même plan les divers anneaux de cette planète. Quant à l'action mu- 
tuelle des anneaux et à celle des satellites de Saturne, qui se meuvent 
à très -peu près dans leur plan, il est visible qu'elles ne peuvent pas 
altérer leur coïncidence. 

Un anneau pouvant être considéré comme une réunion de satellites, 
on conçoit que l'action de l'équateur de Saturne, qui maintient dans 

Œuvres de L. — II. 5l 



402 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

son plan ceux de ses divers anneaux, doit, par la même raison, main- 
tenir dans ce même plan les orbites des satellites situées primitive- 
ment dans ce plan. Réciproquement, si les divers satellites d'une pla- 
nète se meuvent dans un même plan fort incliné à celui de son orbite, 
on peut en conclure qu'ils y sont maintenus par l'action de son équa- 
teur, et qu'ainsi cette planète a un mouvement de rotation autour d'un 
axe à peu près perpendiculaire au plan des orbites de ses satellites. 
On peut donc affirmer que la planète Uranus, dont tous les satellites 
se meuvent dans un même plan presque perpendiculaire à l'écliptique, 
tourne sur elle-même autour d'un axe très-peu incliné à l'écliptique. 

Les termes de l'expression de qui dépendent des actions du Soleil 
et du dernier satellite de Saturne étant insensibles, et les dimensions 
de l'anneau n'entrant point dans les autres termes, il est clair que, si 
plusieurs anneaux concentriques sont fixement attachés ensemble et se 
meuvent à peu près dans le plan de l'équateur de Saturne, l'action du 
Soleil et du dernier satellite ne les en écartera pas sensiblement; ainsi 
ce résultat, que nous avons trouvé pour un anneau, en faisant abstrac- 
tion de sa largeur, a également lieu pour un anneau d'une largeur 
quelconque. 

La seule partie de l'expression de 6 qui puisse être sensible dépen- 
dant de coefficients arbitraires et étant indépendante de la position 
de l'équateur de Saturne relativement à son orbite et à celle de son 
dernier satellite, il en résulte que cet équateur, dans le mouvement 
très-lent que l'action du Soleil et de ce satellite lui imprime, emporte 
avec lui les plans de ses anneaux et des orbites des satellites primiti- 
vement situées dans ce plan. C'est ainsi que nous avons vu, dans le 
n° 17, que le plan de l'écliptique, dans son mouvement séculaire, 
entraine les plans de l'équateur et de l'orbite lunaire, de manière à 
rendre constantes l'inclinaison mutuelle de ces trois plans et la coïn- 
cidence de leurs intersections. 

FIN DU TOME DEUXIÈME ET DE LA PREMIÈRE PARTIE. 
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